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CAPÍTULO. 


VETORES 


1 Fera Orentaca — Eixo 


Uma rota г é orientada quando эе fixa nela um sentido de percurso, considerado positivo 
+ indicado por uma seta (Pis 14), 


E rd 


— 
pm 


O sertido oposto $ negativo. Uma rota orientada é denominada eixo. 


12 Segmento Orientado 


Viu segu siendo € determi o pui n pat ordenado de pontos o primeiro chamado 
origem do segmento, o segundo chamado extremidade. 


O segmento orientado de origem A e extremidade В será representado por AB e, geome- 
trcamento, indicado por uma seta que caracter visualmente а sentido do segmento (Ра. 124); 


Оне. 


2 бываем 


124 Segmento Nulo 


Un segmento aulo е aquele cuja extremidade солее com a origem 


1.22 Segmentos Opostos 


Se AR é um segmento orientado, o segmento orientado RA & прама de AR. 


122 Medida de um Sogmanto 
Fixada uma unidade ce comprimento, q cada segmento orientado pode ie associar um 
moro каў, não negativo, que 4 a medida do sogmento em relação iquela unidade, А medida 
do segmento orientado é o teu comprimento ou seu móculo, O comprimento do segrento 
AB á indicedo por АВ. 
Amim, э comprimento do segmento AB representado га Figura 12 é de $ unidades 
de comprimento: 


AB- sue 


= 


[I 


rage 


а) Os segmentos nio tem comprimento gual a zero. 
b) ARRA 


124 Direção e Sentido 


DON menus ertematos ngo nulus AD e CD emi а шеша QUE эс as ic ара 
desses segmentos sf paralelas (Figs. 1.2< 0 1.2-4): 


Observocões 


4) Só se pode comparar оз sentidos de dols segmentos orientados se eles tàm mesimi direção, 
b) Dois segmentos orientados opostos têm sentidos contrários. 


1.3 Segmentos Equipolentes 


Dois segmentos orientados AB е CD são equipolentes quando têm а mesma direção, o 
mesmo sentido eo mesmo comprimento (Figs 1.341 e 1.36) 


Se os segmentos AB е CD não pertencem à mesma reia. Fig 1.34, para que АВ sja 
equipolente a CD # necessário que AB/JCD е АСЛЫ, isto é, ABCD deve scr um paralelogramo. 


p Tamise 


à) Dois segmentos nulos são sempre equipolentes. 
0) A equis dus sconto» AD » CD 6 repsscent 


apor 
An cn 
133 Propriedades da Equipolência 
1) AB~AB (reflex). 
10 Se AB=CD, CD —AD(simética). 
MD Se AB=CD o CD EF, AB “ВЕ (transitiva). 


IV) Dado um segmento orientado AB e um pow C, existe um único ponto D ul que 
ABACO. 


па vetor 


Vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos cs segmentos 
orientados equipolentesa AB (Fig. 1.44). 


D 
Se indicarmos corn Ў esto conjunto, simbolicamente poderemos escrever 
V= LXY/XY АВ 


cde XY é en segmento avalouer do contento. 
O vetor determinado por AB é indicado por АЎ ou B-A ou V. 


Um mesmo vetor АЕ é detseminado poc ama intimidade de segmzatus orientados, 
humido: pepresentantes dese vetor, е todos equipoemes enue s. Asim, wm segronto 
escena um conjunto que é n veto, e qualquer ura deste representanter determina О mesmo 
чен. Portanto, com ошат em cade porco do espaço, podemos visualiza um representante 
Te ши vetor, Usando um pouco mai: nossa capacidade de alstação, з considerarmos todos re 
ио csgnector orientada de agem cmm, esteremos caracterizando, através de represa 
cante, a totlidade dos veteres do espaço. Ora, сайа um destes segmentos é um reprosencante 
Je um з veror, Cansegientemente, todos сь vetuna se acham rsprotentados naquele conjunto 
que imaginamos 

Аз caractorísticas de um vetor Ў são as mesmas de qualquer um de seus representantes. 
ito éco modo, adesão c o sentido do vetor são o módulo, з direção co cio de qualquer 
um de seus representantes 


Э mario te Y se indica cor Іў] 


лал Vetores наві: 


рош чипте AR е СО sio igaais se, c somente зе, AB ~CD. 


142 Vetor Nulo 


ог segmentos ma. por seem couipolotes ente а, determinam nm único, vetor, chamade 
veto nulo оз etor zere, e que Sindicado por 6. 


лаз Vetores Oponto: 


into um vetos Ў = AB, o vetor B é o oponoce AH es: indica por “Аб ou por Ӯ, 


1.44. Vetor Unitário 


Um vetor Ў 8 unitário е [7] 


445 Vonor 


_ реше da a oo о та T eo мал no de ma ção mero mto 
P 


É Geometria malitios 


ри етн, tomemos um vetor Ù de módulo 3 (Fig. 148). 


[n 


Cs vetores T e, de Брна são vetoes unitérios, рой ambos tém módulo 1, No eat, 
5 Vp tom + mema direção е o mesmo sentido de Y. Portanto, este € е vemor de Y 


140 Vets Colireares 


Deb stes oe Ў мә uires ж veen а mesma direcao, Em CAS palavras: 
Ve Y sto colineares se tiverem representantes А е CD. pertencentos a uma mesma reto cu 
a etas paralelas (Fig. 149. 


147 Vetor Coplanaros 


Sc mies in cure SÈ 3 (o simao da sra ido importo) ранна pron 
dentes AB, CD é EF portenonts є um memo plano п (Б 14). duse que eles são 
copias 


p 


Guardemos bere o seguinte. duis vetores W е V qualsquer são sempre cophenares, pois 
| podemos sempre tomar um ponto по espaço е, com origem nde, imaginar өз dois representantes 
de É o Ў pertencendo а um plaro « que раша por este ponto. 


“Tre veres podero ou não ser coplanars (Figs. 14е е 144) 


АЎ e W ido copas LM e V não sie coptnaros 


Ties наві 
15 Operações com Vetores 


151 Adição de Vetores 


Sejam оз vetores & e Y representados pelos segmentos orientados AB e BC (Fi, 154) 


Я 


Os pontos А c C determinam um veto: Т que é, por definição, a soma dos vetores W с 
Tite rod ev, 


1514. Proprindades da зака 


y биши: cy 
ш) sodas RAIRE GED А 
mt Exit в збмо: nulo б tal que pra todo o vetor ¥ se tem: 


IV) Qualquer que seja o vetor Y, existo um só vetor -¥ (vetar oposto de V) tal que 


482 Diforenga de Vetor 


Ld 


Chamase diferença de дов vetores W e V, e se representa por 
Ven. 


Dutos dos vrorts Ў е Y, wpnsenados po 


— АЙ е АС, testeo 
sort, e crsrído o palermo ABDC (Fig. 150 e Fig. 155) venia quiam 
Twv € representada pelo segmento orientado AD (Uma das digunab) c que a Зоо 


—Y é representada pelo segraento orientado CB (s outra diagonal). 


A T T в ES » 
A = 4 à T c 
Fwa 15% pom 


пыз Muttpicacto por um Número Rest 


TAT eum nomero reu К #0, caase produto do пашто real K рей 


Dado um veio 
vetor ў o vetor р = КУ, tal que: 


ЧИ 
pex 
e) sentido: — omen de y ж k>0, o contrário o de V ке k < 0 (Fig. 154. 


II 


Fem 154 


Observações 


@, o produto é o veror б 


а) Se k=0 ou у 


b) Saja um vetor KY. com #0 Se fizemos com qua ойгоо ral k perccarao conjunto 
dos resis, cbteremos todos n infinitos vetores colinecres а Ў, e, portanto, cuincares enire 
% isto é, qualquer um doles é sempre заар escalar (roal) do оніо, Reciprocamente, dados 
dois vetimes W а Ў, colineares, sempre existe КСК lal que I-k. A Figura! So mostra 


encino dotadimiatemação (= 27 ow = 5) 


Fiems 1 se 


= gg 150. De 


E) O versor de um vetor V 4 0 Eovetor unitário ў m 


uto е é unitário, ров: 


| 


Fl remis 


Dai, concluiso que Y = fr, ito é, o vetor Ў # o procuio de seu módulo psio vetor unitário 
de mesma diração е mesmo sentido de Y 


20 Geomemia naista 


1531 Propriedados de muitiplicação por um número resl 
Se Ü е Y slo vetores quaisquer e a е b números reais, temos: 


Dasa (socati) 
лу езун нї. iua mao à adigan dee) 
саныя ана ção do vetores) 


mie (entidade) 


16 Problemas Resolmdos 


1) Dados os vetores Y, V е Я, de acordo com a figura, construir o vetor mesas. 


Solução EJ 


2) O pasalslegeama АСЮ é determinado pelos vetores Аб е AD, sendo M e N pontos 
médios dos lados DC е AB, respectivamente. Completar convenientemente! 


aB . HP 
PN 
PESTO 
O 


Obrero 


здн Y е Ta, п ікана sem ora Como 
AA dão de V cm es Far з як um 


а e ы (Fig 194) 


заразе que dois vc 
эў, em a dicção de 
voter representado vo mesmo plano do V, е Yz, sejam quais forem o га 


Fiet 


Reciprocamente, qualquer vetor representado no piano de Yi е Ya será do tipo 

Vamos acrescentar а estes dois vetores um tarceiro vetor wa. Então, pode cocer uma 
dis situações: 
а) osetor V, está representado no mesmo plano de Y, е Va 

Nest caso, como o setor аў «api, esté no plano de Y, е Ya eseado ad, tambem 
deste уш, о vetor ү Fat, tasto estaré representado па mesmo plano de ye Vit 


Б) ovetor Ya паз está representado no mesmo piano de Y e Y, 


12. Geometria orci 


ovens ado o ий тый Coan mapo pano e cm 
d eee ad re tai, э um rr do ето, cre most ap | S 


43 Angulo de Dois Vetoros 
O drgulo de doi vetor Ў з У mão aulos (Fig. 1 Ta) é о ángulo е пышнай» pelas osmi 
теша OA e OB (Fg. 172) c 44а OCO 67. 


ў — pen 


илетин» 


a) Зе б=т, е Ў têm a mesma dieo е sentidos contrários. 


O-n 


эз. amo, Ў a tóm mesma dicção é memo exo 
e 
Dr 


o se -2 , E e F ioontogenii (Fi 1.74) p indicase: É 1S. 


a с 


e 


Neste caso, о ABC рашы вета, 
TS 


dy O vetor nulo é considerado ortogonal a jer veron: 
é Se É Contogonal a Ў е m ёш número real qualquer, волена ai. 


f) О ngalo formado pelos vetores V е -V é o suplemento do ângulo de Tel. 


18 Problemas propostos 


1) Dados os vetores V е Ў da figura, mostrar, num gráfico, um representante do vetor: 


^ 


2) Dados os vetores З, É е É, como па fgura, apresentar um representante de cada um dos 


pa 
"mI "m 

ET а 

КЕ z | 


3) Sabendo que о заро entre os vetores U o Ў é de 60°, determinar o angulo formado pales 
| 


CAPÍTULO 


2 


VETORES МО IR“ E NO IR* 


No Capitulo 1, estudamos о: vetores do ponto de vitz geométrico e, ro caso, elos erum. 
represents por um segmento de reta orientado. No presente capitulo, vemos mosirar uma 
outra forma de sepresentádos: os segmentos orientados estaria relacionados com cs sistemas de 
xxs cartesanos do plano е do espaço. 


21 Docomposipáo do um Vator no Plano 

Dados dois vetores Ў, е Tay aio colares, qualquer vetor Ў (glas com Y, e) 
pode ser decomposto segundo as direções de Y, е Vi. O problema comite em determinar 
dois vetores cujas dizações sejam as de Y, э Vy 0 cuja soma seja V. Em ostras ра iremos 


determinar dois números suis ay е az tais que: 


Exemplos 


1) Dados os vetores V, е V, não colineares o Y (arbitrio), a figura mostra cumo é possível 
ladus peho relus аз е aaa с. 


ormar um paralcogsamo cm que с ledo são duto 
Portanto, a soma deles é о vetor Y, que corresponde à diagonal desse paralelogramo: 


» 


ма iu set а retos Y, ea 


Para esta figura, teme: а, >0 0 33 <O, 
Sa, no зне particular, o vetor Ў tiver s mesma repa de V, ou de Ya, digamos de 


Ў; como ка figura, 7 nio pode ser diagonal do paralelogramo e, portanto, a, deve ser 
iguala zero 


С 5 


Quando ое Y ster рна atque 
AS en 


dizemos que V 6 combinação linear de Ў, e Ta, O par de vetores Y, e Ya, não col 
careo é chomado beso no plano. Al, ойне conjunto (7, ,Ua } de ман nm enli- 
пеше: constitui uma base по pleno. Os números a, c а, de representação (2.1) sic 


[T PY 17 


loses compunentes ou coordenadas de Y am rolagão йа [4,59]. E bum Jogo 
ажоо que, embora estamos simbolizando a ш cono ки ro, тө а рата 
Como um conjunto vidensdo O vetor 45, é chamado юр de ў sobre Ў, segundo 
а direçao de Ў. Do meimo modo, arv; ¿a proeul de Ў sobe Y, segundo a dação 
de, (зла). 


[e 


Na prática, as bases mais utilizadas são as bases ortonormut 


Uma bue [61,52 € dita ortonormal se ов seus vetores forem ortogonais e unitárias, sto 
ETE EM 


Ne Биша 21:5 consideramos uma boss ortonormal (0.2; ro plaro xoy e um 
vetor Y com sompoueutcs 3 2, nspectivamente, isto é, Y 237, 43. 


9 


[S 


No caso de uma base ortonormal como esta, os vetores 35, е 22; шо projeções orro- 
жола de Y sobre à, e ez, tespectivamonte. 

Enisicm naturalmente infinitas bases ortonormuisro pleno 203, puras ums delas é perti- 
enlarmente importante. Tratase da base formada pelos vetores representados por segmentos 
orientados com origem em O е extremidade nos puntos (10) e (0.0), Estes vetores sio simboli- 
забы сот Ў eF саас [1] } € chamada canónica (Fig. 2.14) 


[or 


Em rosso estudo, a menos que haju referéncia em contrário, trataremos somente da baso 
canónica 


Dodo um veter Ў=зЇ (Fig. 214) no quel x €, y збо y componentes de Y cm 
reação ue (ЁЎ o etor Ў #а рце паі Y ін T Cu meo cinnin 9 


e Я éa projeção ortogonal de Y sobre T (ou sobie o eixo dos y). Como a projeção sempre 
sá ortogonal iremos sorate projeção, 


навала 


завые з 


22 Expressão Analítica de um Vetor 


ош, fada a bis (i, 
vetores do plano e os pares ordenados (x,y) de números reis. Nestas condições, a cade voto; 
У do plano podese associar um por (x,y) de nimercs reais que são sum componentes па base 
“dada, raro porque defines: 


+ лка estancias Uma conespondencu biunivoca entre or 


vetor no pleno é uri раг ordenado. (x,y) de aims reis e e representa por 
Уз) 


que a уезд eat de 7. 


А ранда ada ыа є a хари, ordenada. ror ехетро, em 
vez de escrever V =57- 5], podese escrever Ў = (3.5) Asim também, 


— é 


Han 
з) = (0,3) 
заг =(-10,0) 


=(.0.T=10,1) e = (0.0) 


e.pasticularmente, 


Observação 


Deve ter fiado claro que a escolha proposital da base 17.ў) deves: à simplificação. 
Assim, para exemplar, quando nos referimos а um ponto Pix, у), cle pode ser identificada 
comi ovetor V = ОЁ = хі +5, sendo O a origem do sistema (Fig. 2.2) 


€ 


Desta forma, o plano pode scr encarado como ши cuijunto de pontos ou um conjunto 
de veros 


20 Geometrie 


Operações 


Dus uno E) є Ўы) saga стапе, x, ex 2 Yi =у,, 


Exemplos 


3,5) ein prake 


D бише Ce.) e 


2) Seo veror T= (x+ 1,476 iui ao vetor Ў (Лу - 8), de acord com a liio de 
йй; ди was n i125 е 17-624 04 а= е у=3. Anni ЧУ en 


232 Operações 


эшш шен d пада Peli е зє Н. die 


mieu ему ev 


Dre 


Portanto, para somar dais vetores, somam-se as suas coordenadas contspondemes e pari 
multiplier um veloz por um número, multiplicarse cada componente do velut pu. este número. 


Exemplo 


Dados os vetores W 2 (4, 1) e Y=(2,6), calcular i eV е 7. 
СЕСЕ 


A Figura 134 mostra, geometricamente, que V4? 
ea Figura 235 que 28 726, 22 (2) 


[o 


Yemas 


ls 


жын : 1 


т 
As definições acima с as operações aigbricas des numeros reais permitem demorar at 
Propriedades citadas em 1.5: 


a 


Bj. pk ні Ў з É entire à é ны 


sire 
now 
Firme 


233 Problemas Resolvidos 


1) Determinar o vetor Ў па igualdade 3-2 
ў-ва 


Solução 


Bia ção зЁ Р 15 57 pode wer de o una equação remet: 
ай тай - Yu 
sod = сай 


E 


IAS 
Pi 


2» Ceomemie eis 


Substituindo V e Y па oquação, ver 


ОУ 


2) Encontrar os números às е a» tais qu 


W= йты. vendo (12, AY e Y - (C9) 


Solução 
Уман os etareszpurdáaóe aim, Lemos 
(сайты) 


(1,9 б, 08) tas. А 
(1.8 = (n ts. За, 262) 


Da condição de igualdade de дой vetores, concise que: 


acts 
21-278 


sistema de solução a, 73 € a=. Logo, Fo, Y, 


24 Vetor Definido por Dois Pontos 


бая vezes un vetor é reportado por um memento orientado que não parts d origem 
do sistema. Consideremos o veter А de origem ro ponta Ах, загнаны em Вб), 
E 24a) 


ГӨН М 


De acordo com o que fui visto em 2.2, vs vetures ОЌ e OB. tem expressões analíticas 
[um 
Poroutro lato, do iriängulo DAD da Паша. vers 
OA eA = OR 

donde 
Nb-Ob DA 


Ай = аб) 


ABS Qux] Fgm 24s 


to 6. as componentes de АВ sao obtidas sublraindo-se das ccordenades da extremidade В as 
Coordenadas da origem А, razo pala qual também se escreve AÑ = DA. 


É importante assinalar que as componentes do vetor AB, calculadas por meio de B-A. são 
Sempre аў mesmas componentes бі representante: OP com одам no incio do йети. Este 
detalhe fica chro nu Figura 2.49 onde os segmentos orientado» couivuleutes АВ CD е OP 
representa o mesmo vetor (3.1). 


AB- B-A- 019-629561) 
ch-p.c- 3) - uet) 


[o 


м Geometria analitis 


2:41. Problema емо 


3) Dados os pontos A(-1,2), B(3.-1) е CELA. determinar D(a,y) de modo que 


Doo Ca) SES) = (кту 


1.32 HELD) = 6-3) 


[E 
reta condição ds заада de doia носон 


yc 

5 
sistema сца soluçãoé X70 с у-у 
Por карие: 


ned 


25 — Decomposição no Espaço 
Todo o estudo de vetores feito até aquí, no plano, pode ser realizado no espaço de forma 
análoga, consideradas as adequações necessarias. 


No pino, qualquer comu (T, Ya) de dui vetores, mo caian, uma bate e, 
potato, odo vetor Y, dese рата € combinação lincar dos vetores da эше, so €, sempre 


item ou айтиев а, е а, пай ый que Ven, аў, No онро quique conjunto 
ISAT, Ya ] de шз vetores вёз ваш. 6 uma Бас e. de foa аба demonstra que 


todo vi 7 de ego combinan ег dos rios de bs, od, pr tem nra 
тав мыз, ез, que 


onde 3,2; е ay sio cs somponentes de У ет relação à base considerada. 


Uma base no espaço € скіолстні se os trés vetores forem unitárose бов а dot ortogorsis 
Por ыі 


Ает 
лаа para noso estudo a base cnra sepresentade por 3. Consideremos оте nis 
dio ni чыг 

à Figura A veia com a direcao do пени T da eixo des x (dis aharia). a reri com à 
mgao do эни $ do eixo do у (dat окшы) a a reta com a depo do mios E foo 
lo 2 М aa). А мешз Ийаш е wido poii de caa co xs chos мо clas 
cis вай 


эл no mesmo ponto O e рот еше ponto trf eti como mostra 


Cala dupla de eixos dete mina tar laxo coordenado. Portanto, temos 18 planos coordenados: 
o plano xOy cu xy, o plano xOz ou xi eo plano yOz ou уа. As figura 254, 28-00 254 
dio uma ásia dos planos xy, а е ул, respectivamente 


ina 254 


Veterano niesom 37 


| etes trs planos so intercoptam segundo o» tra sixos dividindo о ospapo em ойо кореп, sada 
(ва dels chamada octanto, A Figura 2.5 dá uma idéia do 19 cotante, a Figura 251 do 20 
actante o a Figura 25 do 39 octante. 


таз тз 


pL [o 


А cada ponto P do espaço vai corresponder uma tema (a,b, c} de nümerosrenis, chama- 
des coordenadas de P г denominadas abscissa, ordenada е cota, respectivamente. Para obter 
a beim de P, tracemos por P um plano paralelo ao plano yz: 
deste plano eom o ёха dos x tem, mese eixo, uma coordenada 


ponto de imterseção 
que é a abscissa de Р 


расах 


к баты = == 


(Fg. 25) at наг а оета de Г, мата т Р um nino paralelo 20 plano ха, е 
o do шее dst plo com o cho dus y tem, nove dic E coordenada b, que é 
Postes de P (Fi. 259) De forma análoga, to traçar por T ша lavo руно ao piano nv. 
Ti determinada a cooreugl e, que é ena de P (Fg, 255. 


po p 


таз 


гош este procedimento do traça o trt pianos pelo ponto P, fes ишпе um parade 
15S o ponefone P(2,4,3), com idéntico procedimento 


pipedo retíngalo como o da Figura 
Termos o paralelepipedo da Figura 2.54 


_——— 


varant ewr 29 


Com base nesta figura. temos: 


A(,0,0) — um ponto P(x, y, 2) está no eixo dor x quando у-0 e 2-0; 
(0.4.0) - un ponto está no cixo dos y quando x70 e 2=0; 
E(0,0, 3) - um ponto estä no cino dos z quando x=0 e y=0; 
B(2,4,0) — um ponto está no plano ху quando 2. 

Dj, 4,3) em pestoontiro plana yz quando x= 0 

EQ.0.3) - um pontoestáno plano xz quando y = O. 


O рош» D £a piojegão de P no plano жу, эмит coma D e F dnas prose de Р nos 
plenos уз е эл, respectivamente. O ponto A(2,0,0) ё a projção de PQ,4,3 no emo 
des x, assim como C(0,4,0) e E(0,0,3) são as projeções de P nos eixos dos y e dos t 
repeetivamente 

Está charo que um ponto do plano xy é do tipo (x.y,0). Ao desejamos marcar um 
ponto no espaço, digamos AQ, -2, 4), procedemos asim: 


10) marcase o ponto А13. -2.0) no plano лу; 


29) deslocase A! paralelamente ao eixo dos z, 4 unidades pare cura (se fosse - seriam 
4 unidades pare bano) (ig 25m) 


Para completar nosso estudo, consideremos um vetor Ў =at +y esi, onde xy € 
são олии de Ў па base comônico (77.57) Tm mesma forma como fizemos para 


BIBLIOTECA UNI 


pn 25m 
о plano, esie vetor Y é igual ао vetor OF com O (0,0,0) e TG, y, 2. Na Figura 250,0 vetor 
ví conespunde à diagonal do paralelepípedo, cujos lados sfo determinados pelos vetores 
EEP game een 


Yen 


que Ёа expressão analitica de У. 


figmisa 


Peter menor! 3 


Podase escrever Y=(2,-3,1). Assim, também, 


1.0.0), = Фа бе = 0,0,1). 
Tendo em viste а correspondência biunívoca entre o conjunto de pontos P(x y.) do 


sem particslar, T 


espace к а comjuntr de іме v = OB ed ey] 4, п вере райо ue 
conjunto de pontos ou um conjunto do vetors, Diz-se que esto ergo fera trés dimensões ou. 
queeee mamennonat, porque quaiquer ums ae suas pases tem tres vetores e, portanto, o 
"mero de componentes de um vetor é tres. De forma analoga, o paro tem dimensão 2 ou é 
bidimensional. Fica fácil entender que a reta tem dimensão 1 ou $ unidimensional 

(conjunto formado por um ponto e por uma base constitui um sistema referencial. Em 
particular, que о nosso caso, o conjunto formado pelo ponte O e pela bse {TTE} € 
chamado reference ortonormal de origem (0 cu, ainda, sistema cartesiano ortonormal Oxyz. 
La liado pus (ОУ, К}. Pos analugia, uv plan, v мены (0,7, 7) 
é chamado sera crresamo ortonormal xOy ou, simplesmente, sistema cortesano xOy. 


—— 


Por outro lado, sabemos que a representação gecmétizr do conjunto В dois é a 
seta, лл issu Lans tamada veta rel (Fig. 2.540. 


Маа 250 


O produto certesiano RXR ou RÉ éo comino MRE (Gy) y CR: o sua 
seprocontação geométrica é o ples сагзо Фала peko ovi elis «аце 


ortogonais x e y (Pig. 259). 


[o 


22 Cometa ali Е 


O produto artesiano RR x R ou R? o conjumo Б? - (oy isses € RI с 
sua representação geométrica é o espaço салегала delerminado pe os (fes сіх» єз, 
doi a doie ortoganste, пн, Пу е Oz (Fig. 25-a). 


Finn 254 


28 Igualdade — Operações — Vetor Definida por Dois Pontos 
Da rosa Soa come tivemos no planc, teremos no espaço 


T) Dois vetores U= (xi, ута] е V= (xz, Yas a) Мо iguais se, e somente se, X; = Xa, 


ata) е a © R, definesc: 


T) Dedos очо T= un) e Ў 


s (me) 
шу Se аба, Ya,21) € BOS, Ya. 2a) sio dul ports quique: то espaço, et: 


E) 


ИРУ 3 


27 Condição de Paralelismo de Dois Vetores 


ве 153 аны quí, et tres Яўс) «З 
ra parlo), este um mitto al que Ў = 17, Coió, 


Gz» V171) So colineares 


СЫС) 
[sl 


s, pela definição de igualdade de rotores: 


x cba 
vhs 
nc 


Esa é a condição de paralelismo de dois vetores, sto 4, dols vetores sic paralelos quando saas 
coordenadis эй proporcionais. Representise por (й? dos vetores U e Ў рае 


Exemplo 


Os vetores W=- (4,6. -8) sto paralelos pois: 


@ ано que ss uma componente “ў um vetor é mula, a componente coreerpondeate de um vetor 
paralelo também é nal 


27.1. Problemas Resolvidos 


3) Dados os pontos A(O, 1,-1) € BI 2,70 е os vers = €2,-1,15, V=(3.0,-1) € 
$=02,2,2), жаен se ttem ca números ay е а, ta que = LAR 40,5 а 


34 Geometric endis 


Баш 


) -0,1,-)2 0-0, 2 аа CUL) 


Теше: AB = 8 A7 (0. 


Substituindo os vetores па igualdade dada, resulta 


2,2)71,1,0) 42621, Э+аз@,0,-1) 


уллу баан 0) 2a; аза) + On C c] 
Somando os trés vetores do segande membro da igualdade, vem: 


(23:2: бә as Es саль o) 


pata condi de igualdade de vetores, obteremos о sistema: 


PEEEES 


n-a 2 


ue som por soluçao э, = 3 


9) Dados os ponios P(1,2,8), 00.32) é RC. 1-1), determinar st coordenada ie um 
porta 5 lalque P,Q, KR e S sejam sésice de um paralelogramo. 
Solução 
е PQRS é o paralelogramo da fiura, eno PQ SK е ES - OR 


[TP T eme з 


9 


Para (x y, 1), vamos tor na primei igualdade: 


Q-P-R-S 


OLD 1-а 
теч pea бейеу do gualdado do vetores: 


2-25 
1-у=1 


sas igaldades implicamser x71, у-0 e 


Logo: 
5=(1,0,1) 
Con a utização da 28 Igualdade, o resultado obviamente seria о mesmo. Alim desta solução, 


existe duas outras que Neam a cao do eto 


Determinar os valores de m e а purs que sejam paralelos osverores 7 (m+1,3,1) 0 


(1,2, 201). 


омо 
A senal de paralelo ае ада vetores permite esccever 


PES 
Nw an 
3an- = 2 

ш+2 =12 
з-за 2 


A solução do sistema permite dizer que m 


do Geometria 


Л) Dar as expressões das coordenadas do ponto médio do segmemo de seta de extremidades 
Абау) € Blo 3) 


sorução 


O ponto médio Né tal que 
АМ Ме 


M-A=B-M 


Serdo M (2,7), vem 


сы, у-у) = бат ya =) 


у-у 
portanto: 
Dex +) 


ann 


p 


Peer R eme? П 


» 


» 


» 


» 


9 
» 
» 
» 


19) 


m 


Problemas Propostos 


Ваніна à extremidade do segmento que rej 
sua origem é o ponto A(-1,3). 


Dados us vetores 3 = (3,-1) е Ў (4,2), determinar o veto: 9 tal que. 


дай dia 
su Gees sn 


Dados os pontos (1,3). B(,5) € CO, -D. ca OR - AD, бЁ BÉ a SUR 08, 


E] 


Dados os setores Y =(3,-4) e V =(<. 3), verificar se existem números а ә b tais que 


ae” 


Dados os veteres Y 126), detarminar ka é ka tal que 


aV + ko. 


Dados os pontos A(-1,3), BO, 9), CC. 4), determinar D tal que D - BR, 


2 deseas u poro P al чөк AP = 


Dados os pontos AU? = 


E 


3) e B(4, -2, 0), determinar o ponte Р tol que AF = 


Dados os pontos А(-1 


Determinar o vetor sabendo que (3,7, 1)+ 27 = (610,4) Y. 


Encontrar ве números a, е d. tas que Wars ta. sendo Y, 4,2), 


Y,=(2,0,-4) Ў = а-а) 


Determinar а « b de modo que os vetores W - (4,1, -3) e V = (6, a h) sejam paralelos. 


Verificar se são colineares os pontos 


дасі, BS) e 06,71) 
BARIA} BG-0) e CU1.0,4) 


Calcular а е b de modo que Sejam colineats os pontos A(S, 1,-2), ВО, 5,1) © 
сө... 


ES 


comenta nali 


34) Mostrar que os pontos 464,0, 1). ВБ, 1,3). CQ,2, 5) е D(2, 1,3) são vértices de um 
15) Determinar o métro do ponto РЗ, 1, 2) em relação ao ponto A1, 0, -3). 


28.1 Respostas dos Problemas Propostos 


€ 


(4.0. 0,5), C5, 30) 


"|a Do 


Yon 


Da.) 


san 16,6) 
10) а =2,07=-3 
Ша Баю 


15) (5,-1,-4) 


CAPÍTULO 


3 


PRODUTOS DE VETORES 


3.1 Produto Escalar 


Chama-se procuro escalar (on produto interno usual) de дов vetores = х,] + убак e 


asl жуз] tal, exe representa por U.V, ao número real 
V exo tna tz 


окедивевш de por Ў também é indicado por <i> cele" escalar T 


же. 
а наї e TR, ena 
Жез хае зуя C1) 1210-814 


злл Problema Resolvido 


) Dados m vetoresil=(4,0,-1) € Ú=t0,2,3) e es pontos A(4,-1,2) ә B(3,2,-1), 


determinar o valor de o tal que Y. (+ BA - 5. 


Solução 


BR=A-B=(4-3-12,2-0)=(1,3,3 


un-8h 


Ве Mozo 


Substituindo е resolvendo a equação dada, vem 


Ca a) e (13975 
Е 
аз rat D i 


зака сасе 


Je=5-446 


EX 


32 — Módulo do um Vetor 


Médula de um уез V= (x, у.а), representado por |y |, é o número маі não negativo 


ШЕЕ 


oa, eri coordenadas, 


ШЕ и ега] 


Esempio 
вео, 


SOTO MITIS Hà 


rotos d ore 


“ 


СА 


2) Veror deum vetor 


Se o vero do vetor Ў do exemplo for degrado par T, torn: 


b) Distância eme dois pontos 


A dimanea 0 entre os pontos Aix, yı, zı) е Bix, Ya, za )éesim definida: 


АЕ) 


BA 


+, portanto, 


da a 


321 Problemas Resolvidos 
2) Sabendo que a discincis emee os portos A(-1, 2, 3) é BA, -1, m) ê 7, calcular т. 
ыш 


АВ -B-A-(1-C1,-12, m-3)2Q,-3m -3) 


16 


8-31 


EEN 


+: Geometrie calco 


Elevando ambos cs membros ao quadrada e ordenando a equação vem 


а+ә+пё comeu=as 


m -em-27=0 


Resolvendo esta equação do 29 grau pela conhecida formula 


mo y FH qa quel a=1,b=-6 e 62:37; obtem 


logo 


3) Determinar э para que o vetor Ў. 


N 
(а, - 3-1) sejaumtino. 


Saturio 


ранее ter 1911, ou seja, 


(AA 
Vb 


Produtos deveras З 


33 — Propriedades do Produto Escalar 


Tera quaisquer que sejam os vetores U = ( 
lt, é сї verificar que 


ad Mo (as ya е 


пона) Y nnne 


m 0.000 0.00 sumemese d- 6 - (00,0) (teta) 


m Coman) 


ш) LG) LEES аана em roo adição de vetores) 
d.e) n sad nn t) Fs Ga tl 
VL muse tros ta) Ha tyara te 


M) (ue с) 


ш Vexercisio para o leitor) 


vw ар 
De fato, de acordo com a defiição de módulo de um vtr 
PESE 


evando ambos os membros ao quadrado, vem: 


m"— 
© вашае RPE НЕР 


Solução 


ўраў ЎЎ 


De forma análoga demonstrase que: 


Y mowrqe (7 +) Ds 19-1 


Songo 
43.4 аа Send d» 
DOE | 


(IS 
34 Ángulo de Dois Vetores 

Já vimos em 1.7 que o ângulo 9 entre dois vetores não mulos W e Y varia de 0? a 180°. 
Vamos mostrar que o produto escalar de dois vetores esté relacionado com o ángulo por eles 
formado. Se ш ёй, Y A ese 0 во Angulo dosvetores d е Y, então 

ULY = UNIFI coso 


Com efeito: 


aplicando а lei dos cosenos во triángulo ABC da Fig. 3.4, temos 


= 


m 


LI 


ИЕ HP AE cost a 


Боа deveres 45 


Por outro lado, de acordo com as propriedades П, Ш е V do produto escalar (ver Problemas 4 е 5, 
eniin 


ўраў ае, Ў о 
Comparando as igualdades (2) е (1): 
WPSP «за PIT аме, 
юе: 
ва) 


Const: Oprodmoescalar de do vetores e 40 produto dos seus módulos palo coseno 
бара por de ado 


d 


1) Se ЧОЎ > 0, de acordo com a Fósmula 31, cor9 deve ser um número positivo, 
жоё, cost >O, o que implica 07 СВ < 90°. Кене caso, д é ângulo agudo ou nulo: 


Se Я Ў 60, de acordo coma Fórmula 34.1, сё deve ser um número negativo, 
жо é 090 <0, о que implica SO'«(0 180". Меме caso, 9 é ângulo obtuso ov mso: 


es 


а 


Pu 


ose de acordo com а Fórmula 3.4-1, cos 0 deve ser igual a 2010, isto ё, 


, о que implica Ø= 90”, Nesse caso, Ӯ é angulo reto 


анё 


зал сіка do Ángulo de Doit Vatores 
Da fórmula (3.41) 


18] WI «ад. vem: 


costs ii Gm 
EJ 


Esta fórmula é de large aplicação no cálculo do ângulo de dous vetores. 


2.42 — Condição de Ortogonalaade as роз Vete 


De acordo com а observação de alínea c) do Item 34, podemos stimar: dos vetores 
«des é rulo, isto É, 30: 


аю слоўнай эе, e somente з, c produto esc 


3,2) e ortogonala Y 


2,4) veia 


ae IM + 


ll 


TERTE 


оловке энт a 


заз Problemas Rasolvdos 


9. Calda ойма emo Pm 


solução 
EEE É ала e m 
WIE Ve. Hy GRIPE VIS Y 
cé eL 8 
БЕРЕ 


reco pas 


0) мага que a vetor Ў (2,1,1) torma um angulo de GU como vatos ХИ dsterminado 
pelos pontos AG, 1, -2) + B(4,0,m), calcular m. 


Sotução 


De acordo coma igualdade (3 41), podemos os 


AAN 


Тегана 


ула 


LeimtmÊ 
Eles ++ 0) 


DIE 
ла? +1ба+32-0 
тё ева 16-0 


2 qu = -4 (oe dupla) 


8) Determinar cw iniit intros ao йар ABC, sendo A(3,-3,3), DO,-1,2) € 
спод 
зма 
Cbervemosqueoünpio А £o galo ente os vetores АЁ e АС. Logo 
n 
PEE 


АВ абі Y IFA y art WEST y 


A= ars cos ( 


FE 


Analogemente, 


ERES аба. as. 3 JE 
ÍBAIIBCI тат утта еў 


wD- 


e СЕ EN o 
Ti yT yT E OS 


2197 


Notemosque À + 8 


sor. 


9) Provar que о triângulo do йез A(2,3, 1), B(2,1,-1) é C(2,2,-2) 6 um angulo 


кйш. 
эшлә 


А forma mais simples de provar a castóncie de um ângulo reto é mostrar qui o produto 
жези de dose verores que determinam cx ado do паца é malo. Consideremos os vetores; 


(Poderíamos também considerar се vernos прата яке), 


Colcalemos: 


АЕ АС = 1204; = 0246 = 840 


хе ве = (0,-3,-2).(0.1,-1) = 0-2422 U 


Tento em vista que AÈ. FE =0, o ар formato pelos vetores AB e BE. de vertie B, € 


teto. Logo, AADC é setángulo 


Юю Geemera malls 


10) Determinar um vetor ortogonal aos vetores 74 = (171,0) е Ya = (1,0, De 


Solução 

Sga E =[1.9,2) o vetor procurado, Para que Ў seja ortogonal sos vetores Y, € Va. 
devemos ter: 

TN - 69.0.20 ануч 

Зза y2.0,0 D-xt270 

ашта: 

] x-y-0 

x+1=0 | 

+ indeterminado e sua solução é 


Усх 


лө nica que ce vetores ortogomaisa V, e Ў, 180 da forma (6,3, 


| Umdelosé o vetor Ў, = 1,1,-1) 


оналар 
Os vetor da bas canônica 
«0.60, f = 0.1.0) E- (0.0. 1)} 


são ortogonais extre st: 


ШЫЛЫ 


Lu 02 LLL nnd 


зв — Ángulos Diretores е Co Sanos Diretores de um Vetor 
Sejuo vetor v “лі 135 КАК. 


Angulo: diretores de Ù são os ángulos а, $ е y que Y forma com os vetoces 
respectivamente (Fig. 25). 


fenis 


Cosenos diretores de V si cs sosenos de seus ângulos diretores, isto é, cosa, cos е 


Para о cálculo dos co-senos diretores utilizaremos a Fórmula 2,41 


cora ET д 00) x 
[I Wir TT 
ЗЯ адва. у 
RI Bn CB 
2 „һб i 
"унй а “Я 


BIBLIOTECA UNI-8H 


spo Generis orales 


381 Problemas Resolvidos 


stores os ângulos diretores do vetor Y = (8 22,3) 


11) Calcaleros cosenos 


Solução 


Ya: 


[UCET tS = yar 


0,857 iam 317 ou 0,541 тай 


8-3 онњ o ga нт ou бн 


ést ou 1,134 ай 


снае = 0428 Lr 


т 


El 


12) Dedos os pontos А(2,2,-3) e BC, 1-3). calcular са ángulos diretores do vetor 


Solução 


REL = EEE y 2 


E golo 


inum 
o 
н и 
ту 
Observação 
Come 129; он АЎ é ortogonal ao veto Ё ou au cino dos z, Awun, sempre 


que ша vetot ta пша а terceira componente, le é соога ao eixo des z De от ошый, 
аа te = (0, у,з) € опоры ao охо dos x e um do цю v7 0.8 é 


ortogonal ao eixo dos У. 


o 


352 Propriedados 


D) Seja o vetor Y 2 (x, y. z). Designando o versar de Y por U. vem: 


it (атата) 


Rene мөр um) 


Portanto, as componentes do veror do um votos são өз ео conos diretoras daste vetor 


teme 


3) Comos versor de Y é um vetor unitári 


eos a, coss, coss 


вага, com, ску = a Ino ene ому 
logos 
foca esp солу 


mI 


Роном, a soma dos quadrados dos cosenos dcetores de um vetor é iguala 1. 


3521 Problemas rsoiidos 
13) Osinzulosdietoresde am vera em л, dite in retornar s 


Sanermundo па рна ае і 


p 


м Geometria таце 


m 
cost ar cn 45º + cos! 60° = 1 


П 
TUE 

A. 
вата JFE 


logo: 
no 


É ў жей» de 6 ra, параіла. 


14) Um vetor Y foma com os мог f 
Determirar o vetor Ў, sabendo que 19 


ап, 


Seja Y 


x,y, No caso presentes a = 607 с 
logo: 


coco 


во outro lado: 


an 


| 
Башава s5 | 


Sehen que 


My RRE 
E 
2- y Prea 


а званка 


portanto: І 


Тее заа, улу | 


38 Projeção de um Vetor | 


Sejam os vetores Ў е Y, com 7:40 Ў #0, e @ ө ángulo por sles formado. Piston ў 
denen сене o votar З que repete a puesto de Ў soore Ў. А аша 26 Host q 1 
ds atuações poscis podendo ser 0 um angulo agudo ou obtuso, ? 


Do triângulo retárgulo, vem i 


Те ШЕ ТЫ) 


PEUT 


- — 
Come $ «Ў tum a mesma disco. sour oq 
gi ser 
тиг: 
ЫЫ 
Liz iy 
КАС еа 
шд an m e 
p 
s (E7 
ML 
ЕСКЕРИ aa 
АСЯ 
es 


eG) 


18) Determinar o vetor projeção de Y = Q, 3,4) sobre Y=(1.-1.0) 


Produtos devemos 57 


(230.0 
(ago) enm 


но pT (252) a.» 


16) Seam ospontos AC, 2-1) 81.04) e C, 1,9) Peces 


9) mostrar que o triangulo ABC + retângulo em А; 
b) calcular a media da projeção co cateto AB sobres hipotenusa RC; 


г) determinar o pé da altura do triângulo ralstiva ac vértice A. 
Solução 


2) Puma кошы que o дш А é set bata mes qe os tons АЁ e АЁ ato 
ortogonais, isto é, AÑ. AC =D. 


Como АВ =(-2,-2,0) e АЁ =(1,-1,3), temos 


ABAC 22,0). (1-13) 


5 Geomerria anto 


b) Vamos calcular primeiramante е vetor projeção do vetor BR sobre o vei DÊ. Pola 
[атай 3.5, sabes que: 


sendo BR =(2.2,0) * BE = (1,3). vem: 


эх вав 2 
i3. лолунун don» 


А medida da profeso do cato AB sobre а nipoenuse BC 6 o módulo do setor. оз i 


"MP м 
Ke se уэ а М 


€) Seja Нуу, 2) o pé ба айша relativa e vértice A- 


ШГ рар ¿E 
= 


СЕКЕТ 


TDI 


вае, 2 


dendo em vita а definição de igualdade de vetores, vem: 


Produto deseo 59 


logo: 


з кэш eo nro, a бі (3) cu t: 


во (е VT. pois: ў Ў = 1 


Sendo (xvn), о considerando os vetores particulares. ,0,0), 7 


e É=(0,0,1), resulta: 


01,0) 


@Ли-ї 


po pi 


oiço Віна 


Espocificando, os vetores projeções do vetor Ù = 37 4 47 + SÈ sobre os vetoros 
são 31,4] e Sk, respectivamente. 


37 — Produto Escalar no F^ 


Todo o estudo feito neste capítulo em relação a vetores do IR? é válido também no Б. 
Considerando os vetores V = (x1, yı) 0 V (ауа), temos: 


д) validade das mesmas propriedades do produto escalar 


6 Geomeria analitice 


d) se 8 bo ângulo entre б ў б e TA, então | 
cost n Bi 
ШЕ | 


op VIV se, é somente =, T. 
чо ortogonais 


; obiememos que vetores do tipo (a,b) e (b,a) 


Jy s amputado Ў, ão 


fuk e Vx ley tk, tomados neste ordem, 


| Da ay - 092; ax] ба, 101 


Cada componente deste vetor pode ainda ser expresso ma forma de um determinante do 
2% ordem: 


x G3) 


ті Ё 
Today a eso 
| м ya 21 


пата ш 


pois o 29 membro de 38 é o desenvolvimento deste determinante simbólico segundo or dle 


mentos de 1? linha, obscevada а elternóncia des sinais que precedem os amos deas 
Na verdade, а símbolo à direita da gueldade(3.8:L não 6 um determinante, pois a primeiza lirke 
опал vetores no invés de ccalaes, No entanto, зеі esta notação pela facilidade de memo 
“ização que els propicia no cálculo do produto vetorial 


Dbrenação 
O produto verorial do vetor V pe vetor 7 é também indicado por V AS e s lé 


Я vetorial ў“. 


Exemplo 


Cálculo do produto vetorial dos vetores U + 


tir 
VeY-is а з 
voa 
sa. 
Vo 
IS 
puna 
1]: 
Fati о 1 
га i 
i 


Pu a 


V«X-0-9i-G-5]«G-0E 


Logo, os vetores do е GE ide opontos, шо é, б V=T xT, o que эшка. 
que o produto vetorial ado é comutativo. 


39 — Proprisdados do Produto Vetorial 


Veremos que algumas propriedades do produto vetorial estío imimanente selacionadas 
com propriedades dos determinantes. 


y бх б qualquer que soja O. 
De fato, de acordo com a definição: 


“Tendo em vista uma propriedade cos determinantes (...duas dns билі. 


Eros de erre 


Da tato, deseo ooma dio 
тїї 
iir 
ana 


mon а 


X8 ужуу niens 


"um 


р» көн or ma propriedade aoe detis (ode lento de ua Ia a 
soma de dan разова > 
pr Eg 
Wage) ju n mti m^ 
an al [юз а 
form: 
Пр 
ту s sem e) 
pr 


ai scil emp + тий, 


овы 


mx ту шы 


"oo 


рь эсседе cor uma propriedade dos determinantes,- quando з mallem pelo mme 
ro m todos оз elementos de uma йө. У 


Tomo 
mara |ы у a] 

mn al 
Portanto: 


(si) am T. 


Produtos devetores 55 


Observação 
Do mesmo modo, demonstre que: 
qd) Tem je (а). 


V) TFT ie, e somente e, um dos vetos ашо съз, d е Ў o сойлеме 
Deto: 
а) Se W & mulo, as suas componentes 80 (0,0,0). 


De acordo com uma propriedade dos determinantes €.. шта nha constituida de elementos 
dedos retos.) 
esto 
b) Senem 0 nem Y são nulos, masse d е Y são colinenres: 


uf + ту] ma, 
м 
¡o 


De acordo com tma propriedide dos determinantes С. duus Lars que гёт seat етмез 
proporcionats . 


па Geometria ali 


Resiprocamente: se V xV =D, a componentes de x7 são todas nul, isto é, os 


determinantes: 


m 


b» nb neve 


чө todos nulos, Ito significa que, ou x, =y} =Z =O, ош ж 
Xa, Ya, 72 por conseguinte, ou U =0, ou W е Y so oolineares. 


isa, SãO proporcionais а 


VI) XV в ortogonal simultaneamente aos vetores е Y. 
Tendo em vista o que dispõe o tem З.І do produto esca, se 
TAS 


«V ¿ortogonal simultaneamente aos vetores W e V- 


om, 


E » nl 7 EET 
Ves ES ta 

» а ы as RES 
logo, 

una 


адм и а [а 


La 


de acordo com a propriedade dos determinantes (.. dues linhas guais ~.) 


De form 


noa Ah xo 


DNE 


E E 


no xn ny 
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logo 


de acordo com a mesma propriedade dos determinantes. 


Por conseguinte, W x Ў ¿ortogonal simultaneamente aos vetores ў e Y. 


Exemplo 


O produto toria dos vetores ie ЗЇ + 


OS 


N vetor V x7 é ortogonal, simultaneamente, aos vetores U e Ў. De fato: 


зка 


аў ан 60) - 110 - 1064) = -18 - 


TÚ 10-190) 21222-1020 


VM) Os vetores dV е U xT tem as direções das arestas de um triedro Oxyz direto (se um 


асално, girando de um ángulo: menor do que л. de Ox para Oy. avançar no sentido positivo 
de 02, o triedro à direto). 


Tendo em vista que 


e qas os stores eT e ЎЎ sto simultaneamente octogonal a Ў e É (Р 394), os 
aere W, е RS mas direções das ares de um triedro direto, enquanto os vetores 
X e E tëm as direis das arestas de um triedro não direto. 


^ 


- 


9 


Considerando os vetores da base canónica (7,7, K], с observando que: 


ТТЕ 
Teji o c 
озо 


conciutee que ot vetores | с É têm as dirações das arestas де um inte dicto, Tarabém 
К] é de sentido positivo e, no momento em que o sentido 


costumase dizer que a bese {Т}. 
3599) para estos vetores, o sentido 


fica caracterizado, ao adotarmos uma ordem circular (Fig. 


ГОРЕЦ 


se mantém, isto é, as bases Cj R,T} е (d 


também tëm sentido positivo. Em outras 


palavras, podemos, neste caso, também dizet: o produto vetorial dos dols primeiros vetores Jestas 


bases € igual ao terceiro. 


уш) >Р =Й а ЗУ 


De tao: 
NUI. ъй жо 
ia $ 

na Sk nn 
кю: 
Pre тауу tcx Казаў з база =. 
Por outro lado: 
IP ISP заў У аа аа 


[Ed 
Eletuando is operações indicadas, venias que 


RP PA 


m 


nr 


A identidade acima, conhecida como Меси айе de Lagrange, também pode ser expresa 


Ф 969-69 

Do se ТТА es 0 ¿ong dos eos É e 7 
Ke I eno 
fade coro ах did Lig 


рар ўра Ў 


CRIE SE «наў, 
VIP IP ISP ISP. coro 
VI? IVI* -costo 
1-9 | 
юк: I 
ач паб І 
WP TP IST sento 
«залее 
ПЕЕШЕ ] 


X) O produto vetorial ndo é associativo. ў 


De fuo. teto d x Q x W) € coplanar com Ў е ў. ao passo que атыш GE) E 
€coplrarcom V. е V. Então em peni 


dx хай туя 
3.10 Interpretação Geométrica do Módulo do Produto Vetorial 
de Dois Vetores 


Geometricamente, o módulo do produto vetorial dos vetores W e Y mede a área do 
paralelogramo ABCD determinado pelos vetores U =A e Y = АС (Fig 3104), 


Firma 104 


Produs de veios П 


Área ABCD. 
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ID Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores G= (2, -6, 3) € 


(4,3, 1D). 


Л 

_A propriedade VI do produto vetorial afirma que о vetor б «Y, como também o vetor 
Y «©, é simultaneamente ortogonal а Y e V. Logo, os verores de V xY ede у xu cons 
Заст a solução do problema. 


к 
з 


тесе -Q- 1j +(6+24)К 


13 Gromevicendides 


моё 


5, 10,30) 


СЕ 


Logo, os correspondentes versores são: 


ixi. (151030 26150939). 1 (y 
па веш аз 


Obsertação 


Daqui por diante, com о objetivo de proporcionar ao estudante a oportunidade de auto 
avaliar seus conhecimentos, não sero realizados, durante а solução de um problema, os Cálculos 
жне жени já vistos enterormente, а mé 


э sn emos especial 


Assim, por exemplo 


1) O determinante simbólico 


jo: ow 
24 а 
a 1 


2 6 з] -115,10,30) 


ат lugar de ez desenvolvido por uma linha como fai feto no problema anterior (desen 
volvimento do determinante pela 19 linha) 


Deu deves 73 


2) Quando iam vetor for definito poles eoordennd da origem e da extremidade, como, por 
mendo. A(L,-2, 1) е B(2,=1,4), арна ço simplemente 


DES 


on haare: 


Аер аза nO (OM 0-0 nay 


3) Ss re Serm velar 7H, D е ша stor Ў З Ql 4) сай do velor 
3, завана implante 


ETI 


em lugar des 


(4,2, 20,5) 


2-6, 1- C) (1,-8,8) 


4) Орегцдев som Matrizes, ello de Determinantes resolução de Sistemas de Equações 
пане, quando тегел па solução de wm problema, fete somente ss respostas. 
vaa ув que orren armor 0 взетото contida de revisão 


Enfim, оа ойе ће de assunto j abondedos fimo а cargo do «таме, а alo 
de насі, Sa as pastas encontendas conferirem com rs apsecentdes, tro. Entro- 
Mario, se apás alpomas пія мая nã hoever completo concordámda, € sios de que. 
provimento, о анги dose vr revista, 


18). Tiles or etes Te (1251) e Ў 8.4; ы dra do paralelogramo date 
anle caos e 


Sabio 
Sotemos анса sran А cda por 
лнэ) x (e 


ТЕСИ] 


Mi Geometrie 


For conssguimo: 


A7 105, 2,9] = БУ ВТ = STE = 24/35 ma (unidades den) 


19) Sejam os ets G7, 1-1) с 36,02) Ойойы o valor de d para que a drea do 
райпо determinado por V e Ў какша 2/57 

Solução 
A dra дорхи é dada or: 


Гага 


Desjose que 
уе 
ЁЁ 
буе |за ESI 
в 


10 ана 


Produtos dezeores 28 


Ia ENTM 
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, vem: 


49265 Iata ta ena 
эё ogneds-o 

ОТЕ 

Resolvendo esta equação do 29 greu, temae: 


1240922 


20) Calcular a área до triângulo de vértices A(1,-2. 1), B(2, -1,4) e СІ 


3,3), 


Sonção 


A Figura 3.100 mostra que, а partir do triángulo АВС, é possível construir um paralelo- 
remo ABDC, cuja ea é o dobro da drea do triângulo 


Considerando о paralelogramo determinado pelos vetores AB е АС, conclui-se que a 
área А do triângulo é 


Aas ПАВ» AC] 


ж Geomem ento 


а-ал 


т T Й 
асаб: O 
E з 


ТАВ x Ao V +(-8ў Р = узат = уй = 3/10 
logo: 
E EOS 
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Datos oe mta Dex exon, ўнай чуў e ©ту куд кө, 
¿grados een ordem, chamase produto mio der tom 3, 2 а Ж a minem ты 
VAR x N). Inda o produto mito por (4.1.3). Tendo em vita que 


+ levando em consideração a definição de produto escalar de dois vetores, o valor de U (Y x W) 
é dado por 


E 


тоюшат 


ny a 
XS [nono 
nna 

Exemplo 


Calcular o produto misto dos vetores d = 2] +3] + SE, Ў Ta 3] е dl pez 


203 з 
GTD- а з зр.” 
4 3 2 


342. Propriodados do Produto Misto 


1) GS, x). se um dos vetores é nulo, se dois deles so colineares, ou se os 118 são 
coplanares. 


De fao 


a) se V. € mulo es suas componentes são (0,0, 0); 


Б) Senem і. пет Ў são nulos, masse V. e Y sto colineures: 


V = m emy) + mak, 


Fê ботата ааа 


Jogo: 


эз myi ты 


Gud=|a n ше 
» p a 
2) Se Я.У е Ў ato coplarares. о vetor Ў x W. por ser ortogonal aos vetores Y e V, é 


ortogonal ао vetor U (Fig, 3.124). 


Se oe To Я мо ortogonais, o produto escalar Ф. x W) € nulo, É fácil verificar 
ue, reciprocamente, se nenhum dos vetores W Y є ч, é mulo е se dois quaisquer deles nfo são 
colinesre, o anulamento de (2,7, Я) significa que UY е W sto coplanares. 


а 
Pina size 


apeinão: o Ёў é Ў são cima, (Fo 
Esta propiedad € de fondamental importância em vás ópio a serem estudado 


De forma análoga, dizemos que quatro pontos A,B,C e D pertencem a um mesmo 
plano (Fig. 3.12) se os vetores AB, АС e Аб forem coplanares, isto é, se 


АВ, AC, AB)=0 


iste não 
psi, 
€ 


TD) O produto misto independe da ordem circular dos vetores (Fig. 312), isto é. 


GL) G.S De GS 


+ 
En 


раша 2120 


Entretanto, o produto misto muda de sinal quando ve trocam as posições de dois vetores 
consecutivos, isto é 


а, 


Esta propriedade do produto misto é uma consequência da propriedade dos determinantes 
| relativamente à circulação de linhas e troca de duas linhas, 


Obrarvação 


Resulta desta propriedade, denominada разва cística, que ou anat 


entes si no produto misto de trës vetores: 


Vx) ха). 


рання 


2 


Hoo Geometrie nato 


ш) GL SED GL S) D 
Demonstração: а cargo do leitor 

IV) (і, nis) (І, mo, Y) = (mi V, V) = md Y, s) 
Demonstração: а cargo do leitor. 


Observacio 


O produto vetorial e о produto misto não so definidos no IR? 
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21) Verificar se são coplanares os seguintes vetores: 


V-0,2,4. Y-(,0,-1) e € -(-1,0) 


Solução 


Ok trés vetores são coplanares se: 


ае 
а 4 
аў |1 04] ма 
2 а ж 


Logo, os vetores não sto coplanares. 


22) Qual deve ser valorde m para que os vetores F =. 
sejam coplanares” 


Be É sejam coplnars,devese ter: 


E 


23) Verificar se os pomos A(,2,4), B(1,0, 
mesmo plano. 


E 


Sotução 


(Ot quatro ponts dados são coplanares se forem 


para tanto, deve e ter: 


[urn 
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(ma E=(1,-1,9 e Z= (0, -2,4) 


10,2,2) = D(=2,1,-3) estão no 


ares os vetores AB, АС е AD, c, 


з Croma anta 


2 + 
(AB, AC, AD) = o 2| -0 
go зы а 


Logo. os pontos dados но coplanares. 


ЗАЗ. Interpretação Geométrica do Módulo do Produto Misto 


сезе сатен, o produto ito б G?» FP) € ш, em по о volume досаде 


púpedo de arestas determinadas pelos vetores U = AD, v = AB e w = AC (Fig 3.13) 


p 


Produtor de verore ы 


Sabes qus o volume V de um радо айо 
Y" Chren ba (іа) 
И 
жй 


© dendo Ф o ángulo enue os vetores U е Y x W, lembrando que o vetor Y x é perpendi- 
clar à base, a altura do paralelepípedo é dada por: 


СЕСЕ 


(E necesi considerar o valor absoluto | cos], ров Ф pode ser um ángulo obtuso) 
Logo, o volume do paralelepipedo € 


М ава) 


MIFIT 


УЗ cosol а) 


тм, de acordo com (34.4): 


ISI coso. 
© em consequência: 


[Ferr D 


М. Geometria ala 


Comparando (1) com (2), vem: 
veda 
Logo: 
NI Ў, SI. 
3331. Volume do Tetraodro: 


epúpedo é оҷ a dois pen вар ia, Como todo prina 
triangular equivale & ts pirâmides (que no co so termicos) d base € ша equis à 
as du do prima, o volume decada uma destas miden É do volumo do prdelpipco. 


Sendo A, B, C e D quatro pontos da espaço, não situados num mesmo plano, e trés a нё 
colincares (Fig 3.13), as arestas do paralelepípedo são determinados pelos vetores АЁ, 
AC e AD e, portanto, o volume do tetraedro ABCD é: 


Liga, хе АР) 
Vb ав Аб АВИ 
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24), Dados ов vetores d = (x, 5, 0), Y = (3, -2, 1) e Ù = (1, 1, ~I), calcular o valor de x 
paca que o volume do pardelepipedo determinado por T, V € Y seja 24 uy. (unitates ce 
lure) 
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Solução 


O volume do paralolepipedo é dado por 
У 
€, no eio presente, deve-se ter: 


CAA] 


xs. 
3 2 1 [хез 
m 


Таз 20] 24, 
e, pela definição de módulo, implica duas hipóteses: 


2020-24 


x=4 ou 


25) Ст о volume do tetraedro cujos vértices são: А(1,2, 
бык. (21) B(7,4,3), €64,62) e 


88 romero analitice 


Solução 


О volume do tetraedro é dado por 


АВ, AC, AD) 


зла Duplo Produto Vetorial 


Dados os vetores б-кі 


chamase duplo produto vetorial dos vetores М.У e W ao vetor 


Obsorvação 


Tendo em vista que o produto vetorial ndo é associativo, em geral 


[OT P 
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3.15. Decomposição do Duplo Produto Vetorial 


O duplo produto vetorial pode ser decomposto na diferença de dois vetores com сосет 
escalares: 


СЕКТА 
Con ceto, o vetor Ў к б) é coplnar com Y е мов 
бабкай өлө 


a determinar m e m, enolbese a base ortonormal (С 1 É) com T paraleloa Y, 
T coplanar com Y e eK parsleloa Y «(Fi 315) 


Faun 315 


De acordo com a Figura 3.15 pode-se escrever: 


вазаў 


а Gomes eo 
Por outro ndo: 
Pod 
ўў [а o о |а 
со 
m ex 
Tag] x у or tse 
ооа 


ИССИ Е С; 


Xx (9 X) кн суат нф) 
Tendo em vista as igualdades (3.1540): 


б lo cass Ba: 


“Comparando as igualdades (3.15-1) é (3.15-Ш), vem: 


m-bery 


Mas de acordo com a definição de produto escalar e tendo em vista as igualdades 3 1541. 


der 


БИРУ 


Produtor de vetores 


Substituindo men em (3154р: 


ў -в я, 


DE” 


Esta fórmula pode ser escrita sob а forma de determinante 


Sev odi II e #-1+3] iR temae: 


22, 


W=1x3-3x2.4x6 


=1x2-3% 1440 


20 Geometria etica 


Ух ха «28 ў-ва Ју 


sl a+ 


cales a 
Comparando T x (ў xW) е W x (E x V), verificase que: 
беу xx) 

3.16 Problemas Propostos. 


1,1) e S e (21,1), detemminar а de 


1) Dados os vr É 


1-1) V (e. 
оя. 


D 0.2). B(4,1,1) e C(0,1,3), determinar o vetor X tal que 


ЕП 


3) Determina o vetor Ў, siendo que 
6.7D R -(510,9-5. 


4) Dados os pontos A(1.2,3), B(6,-2,3) e C(1,2,1), determinar o vemor do vetor 
зва - 286, 


5) Verificar se sã unitários os seguintes vetores: 


0) Sguovetor Szene DE “(а «2)] + SÊ, Clear m pua que 171 = УЗЕ. 


3) Dados os pontos A(1.0,-1), В4, 2,1) с C(1,2, 0), determinar o valor de m para que 
1V| 2 7, sendo V -mAC + 


Эу Dake өз pontos AQum- 1, c DS Ze lom), бени, (ш de do que 
1A817 УЗЕ. 


10) Calcular о perimetro do triângulo de чепке A(0,1,2), BC1,0,-1) é СО, 


9. 


brado de vetores or 


11) Obter um ponto Р do eixo das abscisaseqiidistante dos pontos A(2, -3, 1) e B(-2, 1, -1). 


12) Seja o triángulo de vértices A(-1, 2,4), B(4,-2,0)€ C(3,-2, 1), Determinar o ângulo 
interno ao vértice B. 


13) Os pontos А, B e C são vértices de um triángulo cqlil4tero cujo lado mede 10em. Calcular 
о produto escalar dos vetores АЙ е AC. 


14) Oi lados de um triânguio retângulo ABC (rio em A) medem 5, 12 e 13. Calcular 
АЁ. АС +ВА БВС + СА. С. 


18) ренти os angulos do ting de чепке AC, 1,3) Вад.) € CC1,2,1) 

16) Sabendo que o өрмө ente ө veis EL, e Ўсе З, 
determinar m. 

YD Cabas п pe qpe aa de 30 o ângulo entre os vetores Ё -(,,2) e. 


38) Dados os vetores Ў. 


19) Determinar o vetor Y, paralelo ao vetor Y 


3,-12) е colinear ao vetor W- 


20) Determinar o vetor Y ortogonal ao vetor 


21) Determinar o vetor Ў, oolinear 20 vetor Ё =(4,2,6), tal que Y 
FLAD. 


1) sfo vértices de um i 


2) Provar que os portos A(S, 1,5), B(4,3,2) е CE3,- 
retingulo, 


rial e Dan) if e sejam 


2) Qui o nlorde а para que osvetors T 
тоова 


Verificar se existe ângulo reto no triángulo ABC, sendo A(?, 1,3), B(3,3,5) = C(0,4, 1). 
25) Os ângulos diretores de um vetor podem ser de 43°, 60* е 9097 Justificar. 


26) Os ângulos diretores de um vetor são 45°, 60? е y. Determinar y. 


2 


вета roli 


m 


EJ 
E 


зу 


зу 


зу 
34) 


35 


36) 
эт) 


an 


a 


ау 


мен учн. Y, sbendo que 1125, Y б ortogonal so cixo Oz, T. -6 е 
E 


Sabe-se que |V] 


i 1 $ 
qim — t Deteminar Y 


Determinar am vetor unitário ortogonal ao vetor m 


1,2. 


O vetor Ў é ortogonal aos vetores | =(2,-1.3) € W=(1,0,-2) e forma ángulo agudo 
com o vetor ў. Calcular Y, sabendo que 191-3 уБ 


Determinar o vetor, Y, ortogonal wo eixo Or, que satisfaz as condições Y.Y, =10 € 
V9 ==S, sendo Y 7(,3,-De Y; =C, -1 2). 


Determinar o vetor projeção do wetor =(1, 2,-3) na diregto de 


Qual o comprimento do vetor projeção de 


3,5, 2) sobre o eixo dos x? 


Se о etor АЁ tem cosenos diretores p, q e г e ângulo diretores а, 5 e y, quais são os 
co-senos e os ângulos diretores de BA? 


Mostrar que se U e V xo vetores, tal que V «Y éortogomla V -Y, então || =[Ў|. 
Mostrar que, se V. é ortogonala Ves, V também ortogonala ЎЎ. 


Cedro modulo dos vetos F47 e T-T, bento que [Ў =4, (71-3 войне 
ente Те dias 


з 


2, i=: rad, determinar 


Sabendo que, [i * que U eV formam um ángulo de 


1а 99.00-25). 


Я. sabendo que Сн ЗВ, 2, 10-3 e 


O vetor ў é ortogonal sos vetores Ё =(1,2,0) e E=(1,4,3) € forma ángulo agudo 
«от о eixo dos x. Determinar Y, sabendo que |7] М, 


Dados os vetores Ў =(2, 411), P=(1,-1,0) e Y =(-1,2,2). calcular 
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LJ 


as) 


a6) 


m 


a 


з) 


E 


aia 

“| 
IDEA 

GO «GO 
аб» 
ODIA 
пне о dx xv) 


ваў (а х йу 

Dados os vetores d =(1,2, 1) e Б =(2, 1,0), calcular 

DE ETEA] 

EA 

Dados os pontos A(2,=1,2), B(L.2,-1) e (43,2, 1), determinar o vetor СЁ x (BC - 264), 


Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores 2ü +B e 6-2, sendo 
а =@,-1.-2) e $=01,0,3) 

Dados т mio 1-002, PGA e 27-34.) пеша qu 
аф охс)=(а x b) є, 


Determina o иши de т para qoe o veror (12,8) a imanente ortogonal 
son ac S, 2 (41,0) Ў 70,3. 


Dados а mias TG.) с RT CARGA determine х е y pu que 


СЫЯ 


Determinar шп vetor "лібе simultaneamente ortogonal aor vetores Y, =(1,1,0) e 
Y, —Q,-1,3. Nur mena condições, determinar un veto de médio S 


Mostrar num gráfico um representante de coda um dos seguintes vetores: 


aj 
PERES 


(олет айца 


м) 


ss, 


soy 


E 


EI 


5) 


LI 


en 


е) 


Sabendo que 131=3, (= yT е 45° £o ângulo entre à e b, calcular [ах ёі 
Se ЦЗ VT, 191-3 е 60% бо ângulo entre Ў eV, determinar INI 


Dados os vetores $ =(3,4,2) е Б =(2, 1, 1), obter um vetor de módulo 3 que seja 
ac mesmo tempo ortogonal ао; vetores 24 -b ed b. 


Calcular a Жез do parslelogiamo definido pelos vetores V = (3,1,2) е Y =(4,-1,0) 


Mostrar que o quadrilátero eos vértices são os pontos A(1, 2, 3), Bé, 3,-1), €(5.7, -3) 
é D(G,2, 1) é um paralelogramo e calcula sus drca. 


j————Ó— € 
sendo Y=Q,-1,0) e 7=0,,3) 


Calcular a área do triângulo de vértices 
дасце) B(-4,1,1) e C0,1,3) 


b) A(1,0,1), ваза) e €0,2,0) 


ABI, BG, 1, 


) e C(1,0,2) 


d) ACL 2-2) ваз, 


Calcular a drea do paralelogramo que tem vm vértice no ponto (3,2, 1) e uma diagonal 
de extremidades BCI, 1, =1) e C(O, 1,2). 


Calcular x, sabendo que A(X,1,1), BO,-1,0) e C(2,1,-1) но séricos de um 


triângulo de área 


Dado o triángulo de vértices. A(O,1,-1), B(-2,0,1) € C(1,-2,0), calcular a medida da 
altura relativa ас lado ВС. 


Determinar Ў tal que Ў seja ortogonal ao cixo dos y e i i-Y х V, sendo 
еўна, 


(0, 1,1) Y =(2,-2,-2) € w "(1 -1,2), determinar o vetor X, 
paralelo з W, que satisfaz à condição: x x u — v. 


одам de vetores 95 


LI 


D 


n 


т 


m 


9), determinar o vetor X que satisfaz a 
23. 


Dodos os vto (21,0) Ft 
ao OGU A dg e А El 


Demonstrar que Z xB =E TE, 


X, sabendo que THE ro” 
Sendo Y е Y vetores do espaço, com V + 0: 


dai o amo т tte E decanta V; 
В) otr que GS) Gy О, 


Demonstrar que o segmento cujos extremos são os pontos médios de dois lados de um 
йо é paralelo зо terceiro lado e Igual à sua metade. 


Verificar se são coplanares os seguintes vetores: 


2-62, 320,206. 


віза аа Y 7G. 1,2) ў, 
Verificar ve são soplanares os pontos: 


a) A(L,1,1), B(2,-1, 9), 00,2,-2) e Di-1,0,-2) 


B) A(1,0,2), I(-1,0,3). CO 4,1) e DC, 2,2] 


9 AQ, 1,3), BG,2,4) са, 


0 e ела) 


Para que valor de m os ponios A(m 1,2), B(2,-2, 9), CS, 4.1) є 00,2 235% 
coplanares? 


Determinar o valor de k para que os seguintes vetores sejam coplanares: 


91-84, 1,0,2) e 2-60 


Li 
нагала  W-00,3) e C- 1s) 


Atak S-ü 0-009 


Sejam ox vetoret (1,0), 120,0, S eI eH e 
Determinar o volume do paralelepipedo definido por wi, Ss € Ў, 


РЯ 


бештен aaa _ 


з 


79 


leur o valor de m para que o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores 
RS, Vel e Y, dd + seja iguala 10. 


Os vetores 7 (221,3) B=(1,1,4) e É 
Ielepípedo de volume 42, Calcular т. 


т+1,ш,-1) determinam um ри 


Dados os pontos А, -2,3) B(2,-1,-4), C(O, 2,0) e DL, m, 1), determinar o valor 
de m para que seja de 20 unidades de volume o volume do paralelepípedo determinado 
pelos vetores AB, AC e AD. 


Calcular o volume do tetrasdto ABCD, sendo dados 


a) A(,0,0), BG, 1,0), C(0,0, 1) e D(4,2,7) 


BALI, 3,2), BIO, 1,1), C4-2,0,1) е D(L,-2,0). Para este, calcular também a medida 
аа altura traçada do vértice A. 


316.1 Respostas dos Problemas Propostor 


1) а=2 ШЕ 
2 12) ae 

з ў 13) so 

ә 1 169 

5 

ө 

n 

У © 

9 -3 ou -1 m 

10) 2/7 +43) 18) 300-6 


Вашына 97 


19) (33-68 39) 264 1547 l| 


39) Y- (ginem 


ED an 02-50 
n 4) 202-0 
Dr 
раны аса» 
116,6, -6) 
má 1) (6,6, -6) | 
дз | 
25] Não, cor! 45°+ cos? ЫР + cos? 90 #1 paes І 


[oc 
26) 60 ou 120 2 | 
ni 
| 
27) (6,3,0) ош (-4.3,0) 
43) a) 024-9 | 
Баса» 


4) (Qu) 


45) 3,7, D, хеш 


w 


30 ат 40 | 


48) x=-15b, y 


49). Duas soluções para cada caso 


з з а 0.00 
з) D (2,24 
8 3/45 
59 CO Um уй 
зу vnm Lei gi 
55 ve 67) а) Мо; b) Sim. 
56 вуз 68) а) Sm; 6) ҹә; cp Sim. 
mas O) mus 


7) 96; 03 агыш 


е T) das 
І ama ema 
"m mias 
» т 6002 
ІІ 7) d2 ; Буде 8 
" II 


i 
] 
i 
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CAPÍTULO 


4 


А RETA 


A1 Equação Vetorial da Reta 
Seja uma ea que pasa pelo pono А e tem adição de um veto o malo Ў. Рыа 
че um punto P do espe pertença ea v, É nescio е finie que os vetores AB «Т 
шше (he 41) aot 
БАС аа 
паві 
De (4.1-0), vem 


БАН 


E е 
OS eim 


"Pos. Apa) e Tee) 


Qualquer uma das equações (4,14) е (4.1) é denominada equação vetorial da reta 1, 
O vetor Ў. 


(a, b, г) ё chamado vetor diretor da reta е е t è denominado parâmetro, 
E ей verificar que a cada valor de 4 comesponde um ponto particular Р. quando 1 varia de 
<a be, оромо Р descreve a reta r. 


Exemplo 


Determinar a equação vetorial de reta r que pase polo ponto М3, 
dovetor V= +N - 


5) e tem a direção 


Designando por P(x,y,2) um ponto genérico desa rea, tem-se: 


p 
(3,2) 2,0, 5) 2,2, 21) 
Quando t varia de === à t, P descreve a reta. Assim se 12, por exemplo: 


«у= @, о, 5120,20) 


«асва аа, -2) 
[I 
O ponto P(7,4,-7) é um ponto da teta r, 


Reciprocamente, a cada ponto PC corresponde um número real 1. Por exemplo, sibe-se 
че o ponto P(T, 4, 7) pertence à reta 


riy m 0,05) 


D 


logo, $ verdadeira a afirmação 


4,7) 2,0, -5) +2, 2, =L), para algum número real t 


аш ім 


Desa ша, vem: 


10,2, 1) 2614, 7) - 8.0, 5) 
10,2,2)-(4,4,.2) 
QU ж, 210 26,4, -2) 


Da definição de igualdade de vetores, vem. 


1-2 


42 Equações Paramétricas da Reta 
Sejam (07,7. Ё) wm sistema de coordenadas, Р(х,у, 2) € Абху, ул. 21) um ponto 
genérico c um ponto dado, respectivamente, da reta r, e Y = al tbf ck. um vetor de mesma 


direção de 1 


Do equação vetorial da reta г: 


РЭА, 

Gast hai о) 
ov sinda: 

(yim (y may, t beoe 


ysb 142) 
ata 


BIBLIOTECA UNI-BH 


MIO Geometria 


As Equações (42), nat quais a, bec não são todos nulos (Y б), são denominados 
апад paramétrics da rete v, em relação so sitema de coordenadas fixado. 


A teta ré o conjunto de todos os pontos (x, y, 2) determinados pelas equações parametric 
quando 1 varia de mace. 


ветро 


As equações paraméiricas da teta s, que рава pelo ponto A(3, 1, 2) € é paralele so vetor 
DES 


Para se obter um ponto desta reta, basta atribui a t um valor particular. Por exemplo, para 


isto £, о pomo (26, 7, 5) é um ponto de reta r, Observe-se que о ponto AG, 
fazendo t = 0, Jä a ponto (0, 3,4) пав pertence a esta rea, pois as equações 


ЕТСЯ 


não são satisfeitas para o mesmo valor de t (t=1 satisfaz a primeira equação mas não as duas 


43 Reta Definida por Dois Pontos 


A reta definida pos pontos AUR, 31,21) € Ваз, Ya, 22) é à reta que passa pelo ponto 
Alou B) e tem a dizepão do vetor V АВ (к -X уз - Yu а =) 


бето 
A reta г. determinada pelos pontos М, 22,239 o BU, L,-4), tem a direção do vetor 

Ў «АВ - 0,3, -1) e as cquaçõesporemétricas 

EI 

yen 

2-3-4 
representan esta reta 1; passando pelo ponto A, com а dirseo do vetor = АЁ, analogamente, 
as equações poreméticas 

rsson 

yere 

аса 


inda representam а mesma reta +, passando pelo ponto В, com direção do vetor Y = AB. 


Observemos que, embora estes sisteras sejam diferentes, eles permitem encontrar todos os 
pontes da mesma reta, fazendo t variar de ==> a +. Por exemplo, para t=], obtemos o 
ponto РуЗ.1, 49 no primeiro sistema e o ponto Pa(S, 4-5) no segundo sistema, e ambos são 
pontos da mesma reta. É Fácil ver que o ponto P, pode sr obtido, no segundo sistema, fazendo 
1-0 e o ponto Pa, no primeio sistema, fazendo t7 2. 


Observação 


Assim como o vetor Ў (2,3,-1) é um veto diretor desta reta, qualquer vetor uf 
«жо, também o é. Portanto, apenas pem exemplo, e 1, as equações: 


asira x=1-% 
уза y=-2-% 
а- -3-1 асн 


ainda representam, respectivamente, a reta т 


Ич батта enanos 


аа Equações Simétricas da Reta 


Das equações paramétricas (4.2). supondo abe 0, vem: 


аар 


Estas equações são denominadas equações simétricos ou nomis de uma reta que passa 
Bor um ponto Афу, yy 24) e tema direção do vetor Y = (a b c). 


Exemplo 


As equações simétricas da reta que passa pelo ponto AG, D, -5) е tem а direção do vetor 
+2 E am 


Se a reta é determinada pelos pontos Aii) е BG). suas equações 
simétricas são 


ват 


pois um vetor diretor é: 
Ў ЗАВ (ы x уз -уз, а-а), 


com ы-у аа а e z-z #0 


Exemplo 


жое 


өз | 
n 
Ets lo as cuac de veta que pus pelo parto A e tema dpto do Ыр. 
m 


Ea 
E 


sesta mesa reta pando pelo onto Ве com diego de Ў “В 


ААЛ Condição pers que Três Pontos Estejem em Linha Reta 


А condição para que че pontos Аму Yı, 21), Mala Ya, Za) € Ass Ya, 23) estejam | 
Em inha eta é que os vetores А.А; е АА, sejam colineares, it é | 


FE, абиб, purga нен І 


ean 


Exemplo 


Os pontos 41(5,2,-6), Ast=l,4,-2) е As (7,4,-7) estão em linha reta. De fato, 
substituindo as coordenadas dos pontos ns equações (4 4.1), tem-se: 


21-3 


IM, Geometria mico 


45 Equações Reduzidas da Reta 


Às equações simétricas (4.41) da reta 


assim: 


fazendo. fazendo, 


ysamen асац asy 


Estas equações so т equnções reduzidas da reta: 


Exemplo 


Estabelecer as equações reduzidas da reta r que passa pelos pontos (2,1, -3) e (4,0, 


а) As equações simétricas ба reta que pass pelo ponto A(2, L 


E 3) e tem a direção do vetor 
АВ -(.-1, 1) são 


20-0 M2) 


22 


2) As equações simétricas de reta que pasa pelo ponto B(A,D,-2) e tem a direção do 
vetor Y ЗАВ, 21,1) são 


Dessas equações obtém-se | 


хау 
+ 


ЭЖЕ 


Comparando as equações reduzidas obtidas em a) е b), veificuse que são equações de 
mesma reta 1, o que, alis, vem сопйлаш 2 afirmação feita по Exemplo da Observação do 
Tem 44. 


Observações 
4) Nas equações reduzidas: 
ysmen 
ata 
а variável x Паша como variável independente. Se expresamos as equações de forma que a 
занн independente seja y ou z, ainda assim as equações são chamadas equações reduzidas 


Por exemplo, as equações reduzidas da reta do exemplo anterior também podem ser expressas 
por: 


х-4-2у 
any 

28 

узч-? 

B) Das equações reduzidas (4.5): 


yemen 
apra 
pode-se obter: 


СЕТ) 


verificase que os equações reduzidas representam а reta que passa palo ponto N(O, n q) e tem 
аео do vetor Y =(1, m, p). 


Awn w 


Exemplo 
As equações 
ys 


oes 


teprsentam а seta que passa pelo ponto Nj0,-3,5) e tem a direção do vetor V -(1,2, 4). 
Olservese que o ponto N é obtido fazendo x -0 nas equações reduzidas Se se der à x outro 
valor, x=1, por exemplo, se terá o ponto MU], -1, 1) e um vetos diretor será NM (1,2, -4) 
оз qualquer омбр dele. 


46 Retas Paralelas aos Planos e aos Eixos Coordenados 


Vicus que as equações (4.27: 


atat 


ysy toe 


за 


ouas equações (44.1) 


representar ums reta г determinada por um ponto A(x,94.25) е por um vetor diretor 
Yo. с). Até agora, supieae que as componentes do vetor 530 diferentes de pero. Entre. 
tanto, ume ou duas destas componentes podem ser nulas. Então, temos dois casos: 


19) Ursa só das componentes de V é muia 


Neste caso, o vetor У é ortogonal a um dos eixos coordenados o, portanto, a reta r é 
paralela ао plano dos outros exor. Assim: 


a) S a=0, Y=(0,b,0) 1 Ox - губа 


Ho батта crede 


As equações de 1 ficam: 


Y 
v 


эв quels se verifica que, das coordenadas (x,y, 2) de um ponto genérico P da reta 1, 
somente y e 2, comenemdose x =x, constante, Isto significa que a reta re acha num plano 
paralelo ao plano coordenado yOz (Fig 464) 


Bse v=o, Ta од 1 Oy гузы 


Asequagtesde т ficam: 


Das coordenadas de um ponto genérico P(x,y, 2) da reta t variam somente x e z, conservandose 
У “уз. constante А reta r se acha num plano paralelo зо plano x02 (Fig 4 64) 


p 
c) Se 6-0, Y (ab 0) 1 Ог: r {f xOy 
Аз equações de 1 ficam: 
кею сусу, 
D 


Das coordenadas de um ponto genérico P(x, y.) da reta r variam somente x e y, conservandose 
372, constante, А teta r se acha mum plano paralelo ao plano хОу (Fig, 4 6). 


m 


dB Gomera a 


29) Duas das componentes de Ў são nues 


_ Nene cuo, o veror Ў tema direção de um dos vetores Т =41,0,0) ou T =(0.1,0) ou 
Ê=(0,0,1) e, portanto а ми 1 é paralela se sico que ema digo de Y ou de T ou de Y, 
Aim 


a) Se a=b=0, F= 0.0, ӘК! Or 
As equações de г ficam: 


Yn 


Costuma-se dizer, simplesmente, que as equações da reta 1 si 


ren 


subentendendo e 2 variável (Fig. 4,54). 


b) Se a=e=0, (0,50) ИТ 


Asequações de 1 Deam: 


yy 


Ario dH 


оз, simplesmente 


subentendendo se y variável (Fig 46) 


праве 
ase 


б, ео онт 
As equações de ficam: 


yn 


ou, simplesmente, 


yay 
аз, 


subentendendose x variável (Pig 4.6), Feste. 


Observação 


Os eixos Ох, Oy е Oz são retas particulares. 


Ai o eixo Ox é uma rota que passa pela origem 000, 0, 0) c tem a direção do vetor 
T=(1,0,0). Logo, suas equações são 


ўсё 
2-0 


MAS comet тайа 


De forma análoga, as equações do eixo Oy sfo: 


x-0 


e as equações do eixo Oz são: 
x-0 
y-0 


461 Problemas Resolvidos 


11 Шиен as equações da reta que pasa pelo ponto A(2,3,-2) € tem a d 
Dee 


Solução 


даеў ir Ў мы 


|, a reta se acha num plano paralelo ao plano xOz e suas equações 


2) Estabelecer as equações da seta que pasa pelos pontos A(1,0,9) € B(4,5,9) 


m 
Aa componentes донае YA quede algo da ea ме: 


asa 


з 


b=3-0=8 
c-9-9-0 


Ammo ds 


Tendo em vista que c=0, а reta se acha num plano paralelo ао plano xOy e as suse 
equações são: 


3) Determinar as equações da reta que passa pelo ponto A(O, 3, -2) е tem a direção do vetor 
FT 


Solução 


As componentes do vetos У são. 


Tendo em vita que 


y3 
2 


47 — Angulo de Duas Retas 


Sejam as reas 1, que passa pelo ponto Аб, yiii) é tem a direção de um vetor 

ў заа); е п. que pasa pelo ponto Аб, as a) є tem а direção de um tor. 
вые) (Fig 47). 

Chama-se ángulo de duas retas r, € г. o menor ângulo de um vetor diretos de c, ede 

am vetor diretor de 1;. Logo, sendo д este ángulo, tem se 


[ARAI т 
Beak, omo кек F e» 


6 Gaomeri онон 


* анат 


ou, ет coordenadas 
da tbb taal 
cos0= ааа аму 
лыт CEEE 

Dbsoriagio 

Na figura, o ángulo o é suplementar de 0 e, portanto, cos a=-eos 8. O ángulo a é o 
ngulo formado por -Y, € Va ou Wy е -Yz 
Exemplo 

Calcula o ángulo entre as retas 

x=34 


вус 


Ame — 17 


Solução 
з vetores que definem as direções das retas т е 1, 460, respectivamente: 


Vna» 
pom 


Pele Fórmula (4,74) 


copo DRM 
МЫП VTC x VES ҮҮТ 

dac Н a 
VITA x VIT ак ез, 


48 — Condição de Paralelismo de Duas Ratas 


не) € 


A condição de paralelismo das retas г, е т; é à mesma dos vetores Y, 


7 = (a, a, 4), que definem as direções des retas, to é 


481 Exemplo 


A tela, que passa pelos pontos A3, 4, 2) є Bi(S, -2, d), е a reta т, que passa 
pelos pontos А.С, 2,3) e Ba(-5, S, -4) são paralelas, De fato; 


DA direção de 1, é dada pelo vetor Y, ЗАВ, =(8, 


„2; 


ик отита natn 


10 A ra de 1, € ada E 


Ш) A condição de paralelismo de duas retas é: 


reste caso: 


о que prova serem paralelas as retas c, e 17 


Observações 
Deja wma eta ry, que рама por wm ponto Ац, Ya, i) e tem a direção de um vetor 
Fa = (1 bi» 04), expressa pelas equações: 

Мы rn nza 

Oualquer reta ra, paralela à reta ту, tem parâmetros diretores 2, bs, c+ proporcionais 
aos parâmetro diretores a, bier de г. Em particular, s, bi, с, sio parimetros diretores 
de quique: reta paralela à seta 14. Nestas condições se Az (63, Ya, 21) é wm ponto qualquer do 
espaço, as equações da paralele à reta ту, que pasa por Аз, sio 


П) Seas vetas гу e ra forem expressas, respectivamente, pelas equações reduzidas: 


E LIT v=mxtm 
pra pax gas 


js direções são dadas, respectivamente pelos vetores: 


отра) 


тр, 


a condição de paralelismo permite escrever: 


ml 
17m 7р 
рер 
Assim, por exemplo, as retas 
y=2x-3 y. 
axi a= 
эю paralelas. 


49 Condieño de Ortogonalidade de Duas Retas 


A condição de ortogonalidade das retas т, e т; éa mesma dos vetores Yy 
e Vi (ns ba, са) que definem as diregóes dessas retas, isto 6: 


|: 


Stan dra) 


a 


são ortogonais. De fato 


duda pelo vetor Y, 78,0, 6); 


1 A direção de t 


50) 


U) A ração de r; é dada pelo vetor És 
Mm) A condicio de artogonalidade de duas reti é 


aby tub tagba -0 


Wx3tQx Se а= 2440-2470, 


o que prova serem ortogonais as retas ту € f 


491 Problema Resovido 


4) Calcular valor de m para que as retat 


sejam ortogonais. 


оше 


Os vetores Оту 2) е Y=(2,-1,5) здо vetores diretores de r е s, respectivamente 


A condição de ortogonalidade permite escrever: 
ГЕ) 


Ана ag | 


Oservação 


Uma reta r, cujo vetor diretor V é ortogonal (ou normal) а um plano я, é ortogonal | 
а qualquer sera contida пене plano, Assim, existem infinitas retas que passam por um ponto 
Am e sTo ortogonais à reta r (Fig. 4.9) 


Fimta 


410 Condição de Coplanaridade de Duas Retas 


A теш г. que рым por um ponto Айу) € tem a dieção de um setor 
Ў “гусей, € a rota a, que pes рот um ponto Азбы, ya, Za) e tem a diego de um 
vetor Ya =(,, Da, 63), Ho coplanares se os vetores Vi, Ya е ALAS forem coplanares, isto é 
se for oulo o produto misto сна 


[210 (ал02 


Figura 410 


132 Geometria nbl 


Exemplo 


sto coplanares. De fato: 


_. Pateta п pasa pelo ponto Ai(2,0,5) с o vetor que define a sua diego é 
703.4) 


Ma sea ma pasa pelo ponio А65 
701% 


6) e o vetor que define a sua бею é 


Ш) o vetor determinado pelos pontos Ay е Ay € А.Х. =(-7,-3, Di 


AV) а gondição de coplanaridade das setas ry e rs é que seja nulo o produto misto 
Gia, AUG). No caso presente: 


234 
13 
123.4 


o que prova serem coplanares as retas 1, € fa- 


ал01 Problema Resolvido 


5) Determinar o valor de im para que as retas 


“+2 


аш gn 


| 
ая | 


Ш) areta ra € definida pelo ponto А,(0, 1,0) e pelo wetor Y, =(1,2,-2); 


I) aeta пу é definida pelo ponto A, (0, 2, 4) e pelo weto Y, - (lm 3); | 
| 
| 


Ш) owetor АА, =(0,-1, 1; 


IV) pela condicio de coplamaridade, devexe ter 


Gao AA) 


мое: 
1а з 
га а 
eode і 
2-3-2-m-0 
m= 


Quando m 7-3, astetas ry e 12 so coplanares. 


4,11. Posições Rolativas do Duas Retas 
Duas ret 1, е r, nO espaço, podem ser; 


а) coplanares, isto é, situadas no mesmo plano. Nesse caso, з retas poderão ser: 


1) concorrentes: т, Пт, = (1) (Léo ponto de interseção das retas r4 еп); 


[4 _ eomerirenatiica 


Шу paralelas: г, © ra 29 (фо conjunto vazio) 


(O caso de улеш ry e cy coincidemies pode ser considerado como um caso particular de 


paralelismo) 


Бу reversas, isto é, não situadas no mesmo plano. Nesse caso: ri P) ra 


Observações 
A idade (4.101) 


бадзе 


é à condição de coplararidade de duas setas гу е то gue passam, respectivamente, pelos pontos 
Аў € An, e têm por vetores diretores oe vetores ў, е da 


| aa ms Ace pr, no cpm 


Eva EA O, 


Аш 


pois dum Lintas de determine izado pata ешеш C, ARa} apenas elementos 
93 


proporcionais (7, 


B) se т ст não forem paraleles, a igualdade 
GA ÃO 


esprime а condição de concorrência dessa retas; 


©) se 0 determinante utilizado para calcular (i, Va, ALAS) for diferente de zero, as 
tetas ser são reversa 


AM. Problemas Resolvidos 


6) Estulara posição relativa das retas: 


Solução 


São vetores diretores de 14 e 11:75 7 (1,2,-D е Ya 73,63). Coma Ya =-3 V, as 
tetas 1, ет; são paralelas e não coincidentes (basta ver que c ponto А0, 3.0) pertence a 


T, engo pertence ат). 


ту Esmar a posição relativa des retas 


Solução 


São vetores diretores de s, е ni Yi (2-1,1) е Ў, 14,2,-2) Então, Ў. е 
(basta ver que um ponto qualquer de ry, digamos, А0, L, O). 


pertence também a 15) 


ШЕЛҮҮ 


В) Estudar a posição relativa das retas: 


Sotução 


а) As retas nto são paraleles, pois: 


бА |1 а 


© que significa que as retas ту e гу são concorrentes. A determinação do ponto de concorrência 
de duas теша será estudada no Item 4.12 


9) Estudar a posição mativa des retas: 


y=3 
wx em 


Sotução 


2) As retas nda são paralelas, ров: 


+ 


Ame 127 


В) Calculemos o produto misto (Y,, Ya, А, Аз) para Ai(0,3,0) € A240,0,0) 


102 
A a 1 ales 
оз 0 


oque significa que es reas 1, € fa по reversas, 


412. Intersepio de Duas Retas 


Duas retas 1) € тз coplanares е não paralelas são concorrentes, Consideremos as retas: 


c determinemos о seu ponto de interseção, Se Lx, y, 2) é este porto, suas coordenadas satisfazem 
o sistema formado pelas equações de т e ra, soc, 106,9,2) € a solução do sistema: 


каз 


аса 


us 


Jogo, o ponto de interseção das setas ry ет; € 


10,-1,2) 


4.18. Reta Ortogonal a Duas Retas 


Sejam as setas гү € ra, não paralelas. com as direções dos vetores bo) е 
Ta 7 Da, а); respectivamente, Qualquer reta r, simultaneamente ortogonal às retas л é 
Fa, teri um vetor diretor paralelo ou Igual ao vetor V, Y, (Fig 4.13). 


| 5 
| 
Fini 


Nas condições dadas, uma seta r estará bem definida quando se conheos um de reus pontos 


Exemplo 


Determina аз equações da reta r que paso pelo ponto М 


1,3) e é ortogonal comum 


7 


(1,2,-3) е Ya 7 (3,01. 


As direções de ry € 13 ro definidas pelos vetores Vy 
Então, a reta r tema direção do vetor: 


rod 
къа 2 з 
э ооз 


Logo, escrevendo as equações simétricas de т, vem 


Observação 


Se as retas r, ® ту Чо paralelas, existem infinitas retas que passim por um ponto А e são 


ortogonais o mesmo tempo а elas 


ала. — Ponto que Divide um Segmento de Reta numa Razão Dada 


Dados os pontos Рубч,уа, 24) € Ёуб Ya, za), dizse que um ponto Pix y, z} divide 
o segmento de reta PP; nasazão r (Pig 4149) se 
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mo é, se 


анусу атау е сан 


х= rr x) 


в 


кена» 


ањ 
Diis t pontos AA) eh) вш о ponto Py) que ae 
een РА, таша» re $ 


аша ій 


1) O fato de a razto ser negativa significa que o ponto Р está situado entre P е Р, 
[s 


R- 


Pensato 


Ш) As coordenadas de Р são dadas por: 


m 
itg 


T z 
ag T 


sia Go gp EE Ў 
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AMA. Ponto que Divide um Segmento de Rota ao Meio 


No caso de o ponto Р dividir o segmento de тта PPa ao meio (Fig. 414-6) devese 


EE--RP 


LE 


[f 


2 


Fun taie 
Neste caso: 


O estudo de reta no plano não será feito neste livro por pertencer ao currículo do 29 grau 
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T). Verificar se os pontos Руб5,-5, 6) е Pal, -1, 12) pertencem à reta 


Уз 


i 


ame onm 


» 


Determinar o ponto da reta 


фуз 
а-а-а 


que tem abscissa 4. 


» 


а 


5 


а 


» 


» 


» 


to 


Determinar m e л para que o ponta PO. m,n) pertença à reta 


Determinar os pontos da reta т. que têm (a) abscissa 5. (b) orde 


паша: (ey coa L 


O ponto P(2,y,2) pertence à teia determinada por A(3,-1,4) e B(4,3,-1) 
Calentar P 


Determinar as equações reduzidas, com variável independente x, da reta que pase pelo 
ponto A(4,0,-3) e tem a direção do vetor y = 27 +4] + SR. 


Estabelecer as equações reduzidas (variável independente x) de reta determinado pelos 
pares de pontos: 


дА) е 
DAE) е 


Determinar as equações reduzidas, tendo z como varidvel independente, de reta que passa 
pelos pontos P-1,0,3) e P,1,2,7). 


Mostrar que os pontos A(-1,,-3), ВО, 1,3) e C(4, 1,7) são сойлеме. 


Ош! deve эст о valor de m para que os portos Am. 1), BL 1,1) e CG2, 10,4) 
pertençam à mesma reta? 


ЖИР 


11) Саш um ponto е um vetor diretor de cada uma das seguintes retas: 


12), Determinar as equações das seguintes retas: 
а) reta que pama por A(1, -2,4) e é paralela зо мхо dos x; 


В) reta que passa por (3,2, 1) e € perpendicular ao plano xOz: 


£) reta que рака рог A(2, 3,4) е é ortogonal so mesmo tempo aos eixos dos x € dos y; 


4) reta que passa por A(4,-1,2) e tem a direção do vetor і - j; 


+) reta que passa pelos pontos M(2, 3,4) е МО, -1,3) 


13) Representar graficamente as retas cujas equações. 


хен 
asaite 


2-2 mi 

y=2 sea 

A T ДНИ 
Н y П | 


renas 


14) Determinar o ângulo entre as seguintes retas: 


х=. 


өт: 


19 


a 


Calcular valor de п pura que seja de 30° o énguo que a rota 


16) 


ук+ 


2-3 
forma com o eixo dos y. 


1) Areta 


forma um ángulo de 60º com a reta determinado 
Calcular o valor е т. 


ане 


Pelos pontos A, 1, -2) e B(4,0,m) 


E 
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38) Calcular o valor de m para que os seguintes pares de retas sejam paralela: 


xt 
n ES, 
me [sa e sH 


»r 


MS) Areta т pass pelo ponto A(1,-2, 1) e é paralela ¿rota 


20) Quas аз equações reduzidas da seta que passa pelo ponto A(-2, 1,0) e é paralela à ea 


21) А reta que passa pelos pontos AG2,5,1) е BI, 3,0) é paralela à reta determinada 


por CG, -1,-1) e DIO, y, 2). Determinar o ponto D. 
22), Areta 
Уса 


i É ortogonal à seta determinada pelos pontos A(1,0,m) с B(-2, 2m, 2m), Calcular o 
jor de т 


Areta 


ix 


m 


E 


Calcular o valor de i para que sejam copianares as seguintes retes 


+з 


ә г tos 
нсі 

nor 

аз 


саба o ponto de iterseção dis retas 


з Es се 
T E | zazi 


determinar 
в) o ponto de interseção de s e b 


b) o ângulo ente ге s 
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26) Em que ponto a reta que passa por A(2,3,4) e B(1,0,-2) intercepta o plano xy? 
27) Sejam as setas 


Е" xn 


DIL s 


2.2 
2-2 


a) calcular o valor de m para que r e s sejam concorrentes; 
b) determinar, para o valor de m, о ponto de interseção de те з, 


28) Estabelecer as equações paramétricas da reta que pasa pelo ponto A(3,2,1) e é 
simultaneamente ortogonal às retas 


+ 


79) Estabelecer as equações da reta que pasa pela origem e é simultaneamente ortogonal 
às retas 
| yaa 


ara 


30) Determinar as equações paramétrcas da reta que contém o ponto A(2,0,-1) e é 
simultaneamente ortogonal à reta 


eso cizo dos y. 


30) Estabelecer as equações paraméisicas da seta que passa pelo ponto de intesego das 
E 


аза 


6,20 mesmo tempo, ortogonal a r e s. 
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EI 


w 


35 


€ paralela i reta que passa pelo porto A(-1.0,0) e é simultaneamente ortogonal às 


таз 


yx 


пузам е n 


E 


Calcular a e b. 
Dedos os pontos Pi, -1,3) € P,(3,0,-12), determinar 


a) е ponto P, que divide o segmento Р.Р, паа; 


Бе ponto que aid o ento PiP — 
ороно P8, 14,7) dude osegnenio P,P, roman 2 


Determinar Р, sabendo que РИ, 4, 3). 


Seja o triângulo de vértices A(1,0,-2), B(2,-1,-6) € C(-4,5,2) 


Estabelecer as equações paramétcicas da reta suporte da mediana do triângulo ABC relativa 


ao lado BC. 
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» 
2 
3 


9 


Apenas Pi < 


ва 


— 


ЕИН 


140 бешен 


з вод, 


18) a) 60% 
DE 


аю 


| " 
[: d)? arce (Z) = ати 
13) тошт 


Еш 


ане 


m 


19) 


20 DOLO 
з 
miog 
mos ba ob 
м dns) 
16,39) 
3612 
dass) 
004) 
m 
Ве = асо NE 


E 


20 


m 


ue 


м) 


EI 


мыза 


spem 
yr 


CAPÍTULO. 


3 


O PLANO 


——————— 


51 Equação Geral do Plano 


Seja AQ, уз, 21) um ponto pertencente a um plano x e n =a + bj + ck, d (0,0, 0) 
um vetor погані (ortogonal) ao plano. O plano т pode ser definido como sendo o conjunto de 
todos os pontos P(X, y, г) do espaço tais que o vetor AP é ortogonal a п (Fig 5.14). О ponto 
Р pertence à y se, e somente se 


W -0 (sim 


Festa 


m 


В вопыце 


Tendo em vista que 


a b.e) e AP =a- n у-у. z- 


aequação (5.1) fia 


tb) (ox ys yu 2 n)-0 


ax) у-у) estan) ва, 
ou, ainda; 

ax tby ters axy -byi cca =0 

Fazendo: 

-by em =@, vem 

акаву ra rd=o Gam 

Esta ез equação gera! ou cartesiane do plano з. 
Observacões 


а) Da forma com que definimos o plano 7, vimos que ele fica perfeitamente identificado 
pos um de seus pontos A e por um vetor normal 3 =(2,b,0) а 7, com a,b, с айо simula 
neamente nulos, Qualquer vetor 


KT k 0, é também vetor normal ao pleno. 


1) Sendo S um vetor ortogonal ao pleno т, ele será ortogonal a qualquer vetor represen- 
fado neste plano, Em particular, se V, е У, são vetores nã colineares, e paralelos с plano, em 
virtude de 17 ser ortogonal, ao mesmo tempo, à Y, е Ya (Fig.5.1-9) temae: 


оше м 


Fest» 


+) É importante observar que os trcs coeficientes a,b с e da equação geral 
ant Бузаў 


representam as componentes de um vetor normal io plano, Por exemplo, se um plano л é 
dado por: 


mint dy- +50, 
dm de seus vetores normais é 
TBLA 


———— 
m————— peral do до: 


эх+зу-ак+а=0 


sa quil d é o elemento que diferencia am plano de outra. O valor de d está identificado quando 
ж conhece um ponto do plano. 


Exemplo 


Determinar а equação geral do plano = que pawa pelo pomo A(2.-1,3), sendo 
3 =(3,2,4) um vetor normal 1. 
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Solução 
Se г. е normal o plano, sua cquacio é do tipo 
REY на 
Como o ponto А pertence зо piano, suas coordonadas devem verificar a equação, sto é 
30)*2(0-4() 6-0 


6-2-12+0=0 


а-в 
Logo, à equação geral do plano т € 


зноу да +8=0 


Омеей 
Este problema pode ser resolvido com а utilização da equação (5.11): 


A а-а, 


[I 


3-1) ку+ 0 46-320 


Om М 


зх-б+зу+1-41+12=0 


зк+лу-аг+8=0 


811. Problomas Resolvidos 


1) Escrever а equação cartesiana do plano т que passa pelo ponto A(3, 1, 4) e é paralelo 


зо plano: 
ж 12х-3уза-6=0 
Solução 


Sendo яу, она Ñ; = (2,3, 1) normala m é também normala т. Eno a 
o dir di 


2х-3у+2+4-0 
Tendo em vita que A Cs, deese ter 
200-30) + (4) td=0 


6-3-4+d=0 


Logo, a equação do plano v é: 


p 
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2) Estabelecer а equação geral do plano mediador do segmento AB, dados A(2 1,4) é 
ка, 3,2), 


Solução 


O piano mediador de AB € o plano perpendicular а AD e que contém o seu ponto 
médio. Um vetor normal a este plano é AB = (2, -2, -6) е um ponto do plano é este ponto 
médio 113,2, 1), conforme se pode ver em (4.14.1), Então, а equação procurata, de acordo 
com (5. 


Mes у-ва - зо 
-ш-6-а+ 


а-а-а 


Observação 


Se se multipliear ambos os membros da equação acima por, vem: 


x-y-3-2 


Esta equação € a mesma equação geral do plano mediador do segmento АВ O que 
correu para se obter a equação simplificada foi o seguinte: em lugar de se com 
тит AB С, 3,6), бы utiizado o vetor norma) 


30 Determinar a equação geral do plano que pesa pelo ponto AC, 1,-2) e € perpendicular 
элеш 


ET 


D 


Solução 


Um vetor normal a este plano © ө próprio vetor dicor (3,2, 1) desa reta. Então, à 
esso do plano т, de acordo com (5.1-D). 6 


MD AN) аса, 
эк+ду+-6=0 


Para obter pontos de um plano, basta atribuir valores arbitrários а duas des variáveis e 


calcular а outra па equação dade. Assim, por exemplo, se na equação anterior fizermos x= 
€ y=-2, teremos: 


EE 


3-442-620 


e, portanto, о ponto ALL, -2, 7) pertence а este plano. Se nesta mesma equação 


Эк зу 6226-0 fizemos 


320 e 2-0 
Obtemos, assim, os pontos А,0,0,6), A(0,3,0) е As(2,0,0) nos quais o piano 
intercepta os eixos coordenados. A Figura 5.1-с mostra o referido plano. 
5.2 Determinação de um Plano. 
Vimos que um plano е determinado por um de seus pontos e por um vetos nonna! a cle. 


Existe outras formas de determinação de um plomo nas quais estes dois elementos (ponta c 
vetor normal) ficam bem evidentes, Algumas destas formas serso a seguir apresentadas 


| I Geometria ema 
i 
| 
Н seno 
Н 
t 
4200 
і rensie 
Am, existe apenas um plano que: 


Nesie cuo d =, i 


2) posa por dois pontos A е B e é paralelo a um vetor 7 não colincar ao vetor АЙ. 


d 1) passa porum ponto А e é paralelo а dois vetores Y, е Y, não colincares. 
і 
И 


Neste caso: х AB; 


Optimo 14 


З) passa por très pontos А,В e С aço em linha reta. | 


4) contém duas retas гу ет, concorrentes, 


Neste оно: п =V; х Ya, sendo Y, e Уу vetores diretores de п € ra 


5) contém duas retas гу e 15 paralelas 


Neste caso: Й “Ў, x A A, sendo V, um vetor diretor de 1, (ou 13) € A Er е 


mer 
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6) contém uma reta г eumponto BE r. 
Neste азо: 5 =Y х АЙ, sendo Y um vetor diretor de r e АСТ. 


Observação 
Nos seis casos apresentados de determinação de um plano, um veto: normal г sempre é 

dado pelo produto vetorial de dois vetores representados no plano. Estes dois vetores são 

chamados vetorendnse do plano. 
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4) Determinar а equação geral do plano que рама pelo ponto A(1,-3,4) сё parco жа 
vetores V, =(3,1,2) e Y, =(L,-L, 1), 

бобо 


Os vetoresbase do plano são V, е Y, e, portanto, um vetor normal ao plano (caso 1) é: 


ті od 
fu Tr 
raa 


Então, a equação geral do plano, de acordo com (5.11), é 


у-ва ае 
ayan 1541650 


д 19 


xey +42 2=0 
Nesta equação, um vetor normal ao plano é 


msm 


5) Estabelecer a equação geral do plano determinado pelos portos A(2,1,-1), 800, 
e 60,2,0. 


E 


Solução 


Os vetosestros du plano são AB = (-2, -2, 2) е AU = 1-1,1, 2) e, portanto, um vetor 
normal do plano (ово 3) 


MEME: 
аба 2 E 
аа а 


Então, a equação geral do plano, de acordo com (5 1-1, é 


-6n - +My- ревно 
-atay -4412-2-40 
чеку 426-0 

ou, multiplicando ambos os membros da equação por 


3k-y 22-30 


Na determinação da equação deste plano foi utilizado o ponto А. A equação seria a mesme 
sess usas o ponto В ouo ponto С. 
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6) Estabelecer a equação cartesiana do plano que contém a reta 


e o ponto B(-3,2,1) 


Solução 


A reta г passa pelo ponto A(4,3,0) (a cota deste ponto pode ser qualquor número real; 
quis a seta 7 € paralela ao «хо Oz) e em a direção do vetor Y =(0,0, 1). Portanto os vetores 
base do plano (caso 6) são Y e AB =(-7,-1,1) e: 


Então, a equação cartesara do plano, de acordo com (5.141). 6: 


нз) лу 2 06-7 
xy +1720 


Observação 
Em todos os problemas de determinação da equação geral do plano um vetos normal 7 
obtido através do produto vetorial de dois vetoresbase dese plano, Vamos mostrar, retomando 
а Problema 4, um outro modo de se obter a equação geral. 
кезе problema, o plano passa pelo ponto A(1, 3,4) сё paralelo sos vetores СЕЕ) 
e =0,1,D. 


Opino 15 


Ora, se P(x у) é um ponto quiquer do plano, a vetors AP, Ў «Ў, so сораша: e, 
portanto, o prodato mito deles é nulo моё: 


[I 


Assim, obtemos a equação geral do plano desenvolvendo o determinante do 19 membro da 
igualdade: 


isto: 


(6-0-2-6*3072«6-9 63-0 «0 
CCD DO 
I 

== Sy-4:4200 


x+5ytar-250 


O que fizemos para este caso, podemos repetir para todos os demais, pois basta observar 
ue no produto misto dos ts vetores dois deles afo vetoresbase do plano (no caso presente, 
Va е Ya) е o terceio 6 obtido com um ponto fixo do plano е o ponto P(x,y,2) genérico. 


Com o intuito de esclarecer bem, faremos mais am problema. 
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7) Determinar a equação geral do plano que contém as retas 


1+0 


Ка 


| ош 


| клеш ta pesa plo ponto Ам, -2) e tem а биеде do etr T, =(1,2,3) A 


уа pon а шо АСА tm йиш da wtar 3y «(L4 D 
X, aces 1, € г. o pales (eso 5) 
| Рад 
Os vetorestase são Vi е АТА = (1, -1.8) Para o ponto fixo A, desse plano e Tos y, a) 


um ponto genérico, deve-se ter: 


[ux 


Li s dai vem: 


LETT 
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53 Planos Paralelos aos Eixos е aos Planos Coordonados — Casos Particulares. 


A equação (5441; 


узае 


ma qual a, b с с não são todos nulos, é a equação de um plano m, sendo п =(2,D,c) um 
vetor normal а т. Quando uma ou duas das componentes de 1º sio nulas, ou quando d -0, 
está-se em presença de casos particulares. 


531 Plano que Passa pata Origem 


Seo plano ax +by toz +d=0 рана pela origem: 


a0 eb De 04450, 
жое 

а-а 

Assim a equação: 

акаву жао (831) 


presenta а equação de um plano que passa pels origem, 


522 Planos Paralelos oos Eixos Coordenados 


Se apenas uma das componentes do vetor 7 =(a,b.c) é mula, o vetor é ortogonal a um 
dos eixos coordenados, e, portanto, o plano т é paralelo a mesmo eixo: 


D жат 0, M=(0,b.0) 1 Ох: т Ox 
e a equação geral dos planos paralelos o eixo Ox é: 
Mytatiso 


А Figura 5.32 mostra o plano de equação 


зуе заве 


t 
ў 
F 
E 


| 
| 
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СЕС 


раза 
Observemos que suas intereções com os eixos Oy е Oz são A«(0,3.0) € A(0,0,2), 


respectivamente, e que ahun posto da forma I, 0.0) 
20 pao £3. 


isfz a equação. Um vetor normal 
2,3), рова equeção de я pode ser eserita na form 


[I 


Com raciocínio análogo, vamos concluir que: 
Ш os planos partelos во cixo Oy têm equação da forma: 


П) ox planos paralelos зо сха Oz têm equação da forma: 
ax+bytd=0 


Da análise feita sobre este caso particular, concluise que a variável ausente па equação 
indica que o plano é paralelo ао eixo desta variável. 


As Figuras 534 € 53 mostram os planos 


mexta-3=0 


mixtay-4=0, 


respectivamente 


еза 


«ао 


ТЕ Fauna 53e 


Observações 


4) A equação x+2y -4=0, como vimos, representa no espaço IR? um plano paralelo 
ae eizo Or. Porém, esta mesma equação, interpretada no plano RÉ, representa uma reta. 


b)Se ma equação ax+by+d=0 fizermos 4-0, а equação ах+Ьу-0 representa 
um plano que passa pela origem e, portanto, coniém o eixo Oz. 


5.3.3 Planos Paralelos sos Planos Coordenados 


é colinear а um dor. 


Se duas das componentes do vetor normal i = (a, b c) são nulas, 
vetores T =(1,0,0) ou T =(0,1,0) ou É =(0,0,1), e, portanto, o plano т é paralelo ac 
plano dos outros dois vetores 


D se a=b=0, R= (0, 0e) = cl0,0, Doc 2 m абу 
é a equação geral dos planos paralelos ао plano xOy é 


окат 


omo 0, vem; 


ү 
5 


LN 


(Os planos cujas equações são da forma 


Er 
são paralelos ao plano xOy, 


A Figura $3 mostra o plano de equação: z= 4 


[0 


= 


[o 


A equação 274 pode também ser apresentada sob a forma 


Ox*Oy 2-4 


та Фа vemos que qualquer ponto do tipo A(x,4) satisfaz esta equação é 
K =(0,0,1) é um vetor попса] ao plano, 


Assim sendo, o plano paralelo ao plano хОу e que passa pelo ponto A (xy, yy, 21) 
tem por equação: 


Por exemplo, o plano que passa pelo ponto ACI, 2,3) е é paralelo ao plano 0р 
tem por equação: 


| 
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Com raciocínio análogo, vamos concluir que: | 
I) os planos paralelos so plano xOz tër por equação: 
уск | 


Ш) os pianos paralelos ао plano yOz têm por equação: 


k 


As Figuras 5.3. е 53-1 mostram os planos 


respectivamente, | 


Fon sie 


Para fixar melhor este astunto, consideremos o ponto A(Z, 3,4) eas seguintes 
equações dos planos 


mexe? | 


(ЖЕТУУ 


Esta é a equação do plano que рива por A e é perpendicular so eixo Ox (ou paralelo 
io plano уз), 


miy=3 


Esta é a equação do plano que pasa por A e é perpendicular so eixo Oy (cu paralelo 
жо plano x02); 


mora 


Esta £a equação do plano que passa por A e é perpendicular so eixo Oz (ou paralejo 
ao plano хОу). 
А Figura mostra o ponto A(Q, 3,4) e os rés planos citados 


Os planos coordenados são planos particulares destes e suas equações são: 


X70 (phnoyOÓ 
379 (plano x02) 
2-0 (plano x0y) 
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8) Determinar а equação cartesiano do plano que contém o ponto A(2,2,-1) ea teta 


х-а 


Solução 


A reta 1 pawa pelo ponto B(4,3,0) (а cota é arbitrária, pois a reta г é paralela ao 
eixo Од tem a direção do vetos Y =(0,0, 1). Os vetoresbase são Y e AB =(2,1,1). Sendo A 
(ou В) um ponto fixo deste plano е P(x,y, 2) um ponto genérico, deve-se ter: 


[I 


Mi nomeia nale 


m 


тшше de um plano paralelo ao eixo Oz e, portanto, perpendicular ao plano хОу. 


Әу Determina a рдо geral do plano que pasa por AC 3A) é é pario am vetos 
IDEE 


Solução 
“Sendo (x,y, 2) o ponto genérico deste plano, deves ter; 


RA 


x=2 


ntsse de um plano paralelo o plano yOz e està representado va Figura 534 


Opino ms || 


ЫЛ 


É interessante assinalar que а equação x =2 pode representar: 


а) um рото se o universo fora reta IR, 


e) um pmo se о universo foro espaço Kt (é neste universo que estamos presentemente 
trabalhando). 


54 Equações Paramétricas do Plano 
Si Algas) cagao dano E et 


vetores não colinas, Um ponto. P(x,y,2) pertence ao plano т que passa por A e€ paralelo 
aos vetores i. e Y (Fig. 54) e, e somente se, existem números reis h e € tais que 


АЁ ss 


Finasa 


LN 


Escrevendo a equação (5.4) em coordenadas, obtemos 


СЕЕ 


Mn, ba, c1) + аз, bos сз}, 
donde: 
хех tanta 
усы 
esa кайкып 
Estas do s oquagoos parametrices do plano, 


aa Qo V é 0 denominados primes varium de -= a 4, o pomo Р pera 


Exemplos 


Jb As equações paraméiricas do plano que pass pelo ponto AQ, 1, 3) e é paralelo aos vetores 
зеў аа, 


EET 
E 
+ ha 


Se quiero algum ponto deste plano, basta arbitrar valores para h e € Por exemple, 


paro h=2 е t=3, vem: 


КЕТСЕ 
ЕЕЕ 
СЕТЕ 


e, portanto, А02, 2, 41) é um ponto do plano. 


2) Escrever as equações paramélticas de plano determinado pelos pontos 4(5.7,-2) 
982,3) e 9124) 
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Solução 


Sabeae que três pontos não сойпешев determinam um plano. Neste caso, faremos 


Logo, as equações paramétsias (utilizando o ponto A) do plano são: і 
хез + а 
y27- 8-5 
294 - ва 

55 Апо do Dois Planos 


Sejam os planas 


mi mxtbytaztd = 


m зы сва, 


Então, my “(ца € Wa 7 G3. ba, ca) são vetores normais a zi € тз, respectiva- 


165 Geometria атанса 


Ctamase ángulo de dois planos m, e п; o menor ángulo que um vetor normal de ry 
forma com um vetor normal de ту. Sendo & este баро tem 


NECI 4 
cost = Ria com ое кт 65 


о, em coordenadas 


ПРЕ 


cosg =: 
DECIDE 


5451 Condições de Paralelismo e Porpendicularismo da Dois Planos 
Sejamos planos 
аму arid =D 
mix bay Ком + =0 

p 


Mn be) lm еш, 


bee) im 


As condições de paralelismo с бе pespendiculariamo de dois planos são as mesmas de seus 
respectivos vetores погані», to é 


DSen [ires E Т. 
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Obsonvaçãos 


а) Se além das igualdades anteriores se tiver também. 


c» planos s, € яу serão coincidentes porque, nesse сво, а equação de я, é obtida de m. 
mediante a multiplicação por om mócnero, o que não altera a equação de я). 


b) Em particule, se а, 
são paralelos. 


з e dy d, өв planos m е т, também 


ID Se m im, md 


552 Problemas Resolvidos 


10) Determinar o ángulo entre os planos 


mid dy +50 


НЫМ 


10 ботата 


Sonção 


Os vetores W = 
com (5.5), temos 


5) e My =(3,2,5) são vetores normais а estes planos. De acordo 


coo E аза вам 
| тй O VAGOS УЗ ҮҮТ 
du з.зхзжз хз 


тсз КЎ «УТ *(Зу +3! 


] Logo: 
| ser 
| 11) Calcular се valores de m е п para queo plano 


т: Om a 2y rer 


жр paralelo зо plano 


€ 


\ 
| 
\ 
| 
| 
ў 


Ovo п 


мое: 


56 Angulo de uma Reta com um Plano 


Sea a ез coma digo do veto Ў e um paso п. endo wi Setor orla 
a his. 


4 


O ângulo 0 da seta 1 como plano т é o complemento do ángulo 0 que aeta г forma 
com uma reta normal ao plano. 


Ae, portanto, cord cien д, vem, de acordo com a ты 


Tendo em vista que 0+0=3. 


Gam 


066617 69 
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561 Condi 


de Paralelismo o Perpandicularismo entro Reta e Plano 


Par 


sea + eo plaso п anteriores, temos 
Dana, id. 


O paralelismo de £ c т implica а ortogonalidade dos vetores Y е п; 


ш) rdn, Via. 


pne——— douta Ў з Я, 


62. Condições para que uma Reta Estoja Contida пат Plano 
Uma reta т está contida num plano з se: 


T) ovetor diretor Y de r é ortogonal ac vetor E, normal ao plano 7;e 


M) am ponto А pertencente a r pertence também ao pleno. 


Opio з 


m 


Observação 
Uma rete r está também contida num plano з se dois pontos A e B pertencentes a г 

pertencem a ese plaro. 

БЕЗ Problemas Resolvidos 

12) Determinar o ângulo que a reta 


a 1-2 
nl» 


mm 
forma com o plano 
mxty-s=0 

наю 

1) e (1,0) é um vetor normal ao 


А reta r tem a direção do vetor Y =(-2, 
plano т. De acordo com (5.6), vem: 


mp E 162,21, 1) (1,1,01 
Fus VES ente virens 


ya 


¿mues ўс 


13) Verificar se a veta 


é perpendicular co plano 


ax -6y-3:+5=0 


Solução 


Sabe que a reta г 6 perpendicular зо pmo ж e um vto Ў de з бсо a um 
setor, norma ao plano. No caso presente, emae YO, 2,1) ei = (969, respective 
mente. Como 1 =3Y, os vetores фә liene, portanto, 1 é perpendicular a x 


14) Determinar os valores de m e п para que a reta 


esteja contida no plano 


EI 


Sotução 


A rea г passa pelo ponto A(2, 1,-3) e tem a diego do vetor Y =(1,1,-2). Umvetor 
pormal ao plano л € 17 -(m,n,2) Para que г esteja contida em т é necessário que 7196 
AE т, de acordo com o que foi visto em 5.6.2, isto €: 


1. 1,-2). (m.n, 2)=0 


Opino 15 


ME) eat) «269 1-6 


men-a=o 


жш+а-7=0 


A solução do sitema determi os valores de m e п para que a теш 1 esteja contida 
єт, ойне: 


т=з 


asi 


5.7 Interseção de Dois Planas 


Consideremos os planos não paralelos 


miSx2y жен 7-0 e mary 
Sabemos que a interseção de dois planos não paralelos é uma reta r cujas equações se 
Чыка determinat, Uma rota está determinada quando se conhece dois de seus pontos ou um ponto 
+ um vetor diretor de mesma. Um ponto pertence à reta interação е sucs coordenadas satisfazem 
Simultaneamente а equações dos doi planos, isto é, ele constitui umia solução do sistema: 


Say кавае 


зл) 
зх-зу+т+4=0 ra 


O sistema é indeterminado e, em termos de x, sus solução é 


2-3 


y 


9х-13 


Estos são as equações reduzidas da reta interseção dos planos тү е лу, sendo os pontos 
desta interseção da forma: 


саубул 1 


hr 


LECT 


Observacões 


a) Se atribuirmos valores a х па solução do sistema, encontraremos po 
Intenção dos plenos m о яз 


os particulares da. 


Por exemplo para x 0, temoso ponto A(0,-3,-13) e pra x= Lo ponto BCI, -5 22) 
Então, um vetor diretor da rea interseção € V = АЁ =(1,=2,=9) е as cquações paremétricas 


dessa reta, utilizando o ponto A, são 
rn 
nivem 
ГЕТЕ 


by Lembrando que uma reta d definida por um ponto c por um vetor diretor, as equações 
desta rete interseção podem ser encontradas de outra fonna, 


Determinaremos primeiramente um ponto de reta de abscissa zero, por exemplo, Então 
fazendo x = 0 nas aquações do sistema (5.7), resulta o sistema: 


"T 


iran 


cuja solução у--3 e 29-13; Logo, um ponto da reta interseção é A/D, 3. 43), 


Cono o vetar dicor Ў det reta é simao 
изле зборамі sos ейтен Бү, 21] 
е п. =43,-3,1), normais aos planos т, é Ta, 
Tesputiumente, (Fig: 57), Y será dado pelo 
praua ema б. е яу, 


асн Ваша? 


Opino тт 


1 Como a interseção ^ dois planos não paralelos $ sempre uma rela, é muito comum 
apresentar uma reta através de uc sistema cujas equações representam plenos, No caso presente, se 
1 € esta rea, Lemos 

Sa- 2y 424750 


зу тача 


5.8 interseção do Reta com Plano 


Seja determinar o ponto de interseção da reta 


230-4 


som o plano 


gat Sy 20-9 


Se бууу) é o ponto de interseção de y e 7, suas coordenadas вета verificar as 
equações do sistema formado pelas equações de с ede 7: 


vemos 
ELM 
зкззу- ы 


Resolvendo o sistema, obtém 


Portanto, I2, 1, -10) é o ponto de interseção da reta т com o plano v. 


| 
| 
Ц 


IA Geometria тайнае 


Бал Intraçã do Plano com os Eixos e Planos Coordonador 
a) Seja o plano 
тх+зузт-в=о 
Como os pontos dos eos io de forma (x, 0, 0), (0, у, O) e (O, 0,7), basta fizer na equação 


do plano duas varkei iguals a зело para se encontra а terceira, e asim obter as interseções 
cor os cios. Assim. 


D se утат 0, 2x-670 2 x73 е AL(3,0,0) éa interseção do plano т com oeio 
dos x; 


mex 
dos y; 


б, 3y-6=0 у=2 е А,(0,2,0) é a interseção do plano т com oeio 


M) se x=y=0, 2-670 0 076 e Л, 0,6) € a interseção do plano т com o eixo 
dos z, 


E) Coma as equações dos planos coordenados sto x = 0, y =0 е z=0, basta faer, ra 
око do plano, uma variável igual a zero para se encontrar uma equação nas outras duas 
variáveis e, assim, obter as ийерде: com os planos coordenados, Então 


ns 


| 3y +4-6=0,areta 


T€—— 


1D se y 0, 2x 62-6708 


y-o 
ЫЕ 


é interseção de я como plano xOz; 


Opino ію 


M) se к= о, 2x 4539-650 o reta 
1=0 


o г... 
у=-{хэз 


é a interseção de т como plano xOy. 


O gráfico mostra cs pus A, А; € Ау б тез гуп; ел 


лопа 


Observação 
Se um plano niax+bytcr40=0 não é paralelo а nenhum dos planos condenados 


(120, b20, 6*0) е não passa pela origem {d # 0), sua equação pode ser apresentada na 
forme 


denominada equação scementária do pimo na qual (9.0.0). 0,9,0) е (0,0,1) são os 
os pontos onde т intercepta оз cixos dos x, dos y е dos 2, respectivamente, 


| 
i 
i 


00 Geometria anca 


Exemplo 


Seja a equação: 
аказ чава 
ray enne 


Dividindo amos os membros por б, vem. 


E. 
S 


© os pontos de interseção com os eixos dos x, des y е dos г são A,(3,0,0), A,(0,2,0) 
€ Ау, 0, 6), respectivamente, conforme ji vimos. 


59 Problemas Propostos 


1) Sejao plano 


mba y tet 
Calcular: 


a) O ponto de т que sem abscisa 4 e ordenada 3, 
b) Оромо де т que tem abscisa 1 e cota 2; 
+) O valor de k pora que o porto P2, k +1, K) репера 1; 


4) O ponto de abscissa zero e cuja ordenada é o dobro da cota. 
Nos problemas 2 a 10, determinar а equação geral do plano 
2) palo so plano a: 2x -3y -z+ 5= 0 eque contém o ponto A(4, -1, 2) 


3) perpendicular å reta 


e que contém o ponto A(1,2,3% 


Opino ш 


» 
9 
ө 
» 
з) 
» 


1) 


iy 


[ 


аз) 


ч) 


19 
m 


m 


19) 


mediados do segmento de extremos A(L,-2,5) e B(,0,0) 
mediador do segmento de extremos A(S, 1,4) е BGI,-1, 1) 
paralelo зо eixo dos 2 e que contém os pontos A(D,3, 1) e (2,0, 1); 


0,2) è I0, 2,10: 


pride zo eixo dos x € que contém os pontos АС 
заві ao eixo dos y e que contém os pontos A(2,1,0) € B(0,2, 1); 

paralelo o plano збу e que contém o ponto Аб. 2,3] 

perpendicular ao eixo dos y eque contém o ponto AG, 4, 1). 

Nos problemas 1) a 14, escrever а equação geral do plano determinado pelos pontos: 
ACI3,0) ва, ч) € са. 


AQ. 1,0. «соо 


A, 


A(0,0,D), 


(0,3,0) e €(0,2,5). 
AQ, 1,3), BE3,-1,3) е C44,2,3) 


Determirar o valor de а para que os pontos Або, -1,5), B(7,2,1), CC1,-3,-1) € 


D(1,0,3) sejam coplanares, 


Nos problemas de 16 a 19, determinar а equação geral do plano nos seguintes casos: 
O plane passa pelo ponto А(6,0, -2) е é paralelo sos vetores І е -2j 


3,22) е B(-1,2, 1) e é paralelo ao vetor Y = 2i - 3k. 


O plano passa pelos pontos AC 


O plano contém os pontos A(l,-2,2) e B(-3.1,-2) e é perpendicular ao plano 
жх+у-ажв=о, 


O plano contém о ponto A(4, 1,0) e é perpendicular sos planos m, 32x y -42- 
mty re 


142 Geometria 


Nos Problemas 20 а 23, determinar a equação geral do plano que contém os seguintes pares 


eS 
20) 

e 

A, -2,-1) ko 


26) A(1,2, 1) e a reta interseção do plano sx - 2y +2 -3=0 com o plano yOz, 
3) A(,- D eocixodos z 


28) A(1,-2,1) eoeixo dos x. 


29) Estabelecer as equações dos planos biwetores dos ângulos formados pelos planos 
t yoz. 


Opino ш 


30) Representar graficamente os planos de equações: 


» x+y à £y*3-60 
Маа d) array 22-1220 


31) Dada а equação geral do plano x:3x - 2y -2- 60, determinar um sistema de equações 
parartrias de s. 


32) Estabelecer equações paramétrics do plano determinado pelos pontos A(1,1,0), B(2,1,3) 
ON 


33) Determinar o ángulo entre os seguintes planos 


a) m:xt3y+2-1050 6 mi2x+ty-zt 
P) nix-qy4170 е moda O 


9 mem 


€ mplmo x02 
d) midxtly-6=0 е ту: рио yOz, 


30) Determinar o valor de эн pesa que vea de 30° o ângulo entre os planos 


mixtmyr2z-7 
mixt fy t 32-250. 


35) Determinar а e b, de modo que os planos 
Ian ty аат 1-0 e жукоў - 20550 
sejam paralelos, 

36) Determinar m de modo que os planos 


IM 


mmy en 


sejam perpendiculares 


1н 


Geometria culos 


EI 


» 


40) 


an 


Determinar o ángulo que a eta 


Torma com o plano s:2x- ye Tr- 150. 


Determinar o ángulo formado pela reta 


І ES 
Lasa 


eoplno rix-y 4570. 


Determinar as equações reduzidas, cm termos de x, da seta г que pasa pelo ponto 
AQ, -1,4) € é perpendicular o plano т:х-Зу +22=1=0, 


Determinar as equações paramétricas da seia que рава pelo ponto A(-1,0,0) её paralela 
а cada um dos planos 


прак утат 0 c ngia Ip tas-0 


Seja o paralelepipedo de dimensões 2,3 е 4, representado a segui. 
Determinar: 


2) as equações da reta que contém o segmento AF; 


Бу as equações da eta que contém o segmento AB; 


©) as equações da reta que contém o segmento EF; 


а as equações da reta que contém o segmento AC; 
©) as equações da reta que passa pelos pontos O e F; ` 
0) as equações paramétrias da reta que contem o segmento OA; 
2) a equação do plano que contém a face ABCD; 


K) a equação do plano que contém a fice ABGF. 


ошю ш 


42) Mostrar que a reta 


женні 


sf ysni 


é paralela so plano sx +2+3=0) 


Aj) Mostrar que a rety 


está contida no plano sax +y- Sz- 1 =0. 


A4) Calcular os valores de m e a pars que a reta 


| y7-3 
amat 


esteja comida no pleno g: many - z- 2= 0. 


Nos problemas 45 е 46, estabelecer as equações reduzidas, sendo x a veriável independente, 


da tea intemeção dos pianos: 
45) mide-y 4-320 е mx lay died O 
46) miAm-*-:-1-0 È muedDy-i-7-0 


Nos problemas 47 e 48, determinar as equações paramétrics da reta печері dos planos: 
M) m -y-M-5-0 е mexty-i-1-0 


А8) та ty-2=0 e 


Nos problemas 49 2 31, determinar o ponto de intenso da reta т camo plano т mos 
seguintes саны: 


E 


з) 


5 


ss) 


E) 


so 


em x-y 32-9 


6 вяз 
x 

prese e 0emty-a-4-0 
аза 

Determinar os pontos de interseção далей. 
gni 
зача 

com оз planos coordenados. 

Determinar cs pontos de mtersegão do plano 


Lo 


iom ок eios coordenados e, também, à reta inleseção deste plano com o plano збу. 


Determinar o ponto de interseção das retas 
зх+уне ніт х=! 

є eu 
etapa axey-s-9=0 


Nos problemas 55 с 56, determinar a equação geral do plano que contém o ponto A e 
reta interseção dos planos ту c ту. 


AQUI) mide-3y-55=0 e зык-уса, 
АСА.  m:2x-y=0 СТЕНИ 


Seja а reta 


Opino шт 


а) quais as equações reduzidas de projeção de r sobre o plano хОу? E sobre o plano xOz? 
b) qual o ángulo que £ forma com o plano хОу? 


58) Estabelecer as equações simétricas da reta que passa pelo ponto A(3,6,4), intercepta o 
eixo Oz e é paralela зо plano 


T x-dy +S2-6=0. 


59) O plano mix +y-2-2=0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, D e C. Calcalar 
а fra do triângulo ABC. 


60) Calcular o volume до tetraedro limitado pelo plano 3x*2y-42- 12-0 e pelos planos 
coordenados, 


59.1 Respostas de Problemas Propostos 


0432) дка 
ваза 90,2, 

2) x-3y-2-90 9) 2=3 

3) 2хжу-2-1=0 10) у 

4) х+у-зк+=0 п) жуя 

Я ак+4уз 2293-0 19 

9 зх+зу-6=0 зу 

D у-2214-0 19 


3) x+2-2=0 19 0=3 


Lr 


comes ont 


19 


m 


=) 


зз 


у+и+4=0 


Ба 


x-12y-100-5=0 


ERE 


say- 


Sx- dy 44-2120 


ay rat2=0 


2xty-243=0 


aty- 


DI 


өх -2ута-3—0 
x+y=0 


yz 


xty-D e x-y=0 


Existem infinitos sistemas, Ura deles é: 


ПРЕТИО 


ЫЯ 


FRIES 
зезна 


зу 


34) 1007 


35 а= 


a» | x=n-1 


asp 


E 


3 


EI 


a 


9 


49 
50) 
я) 


з» 


EI 


59 
E 


E 


EI 


ада 
ваз 
015,3) 


абоза 


(2,0,0).0,1,0),(0,0,-4) 


Sx- Ty- 10:50 


PETIT 


CAPÍTULO 


6 


DISTÁNCIAS 


61 Distância entre Dois Pontos 


А distância d ento се pontos Fix, Yu). е Pasas 97923) € о módulo do vetor 
FE, ное 


ATA 
portano, 
арар) Vos cx +з cv Gs cn 661) 


611 Problems Resolvido 


1) Calcular a distância entre os pontos РУ(7, 3, 4) e Pa(1,0,6) 


Solução 


No caso presente, temos: 


ют; oan 
yag a vamo 
m4 i эче 


T 


ТУШИ 


Logo, de acordo com (61), vem: 
O SS 
AP, Pay VIETTE 

ара T 


(S) 7 Tec (7 unidades de comprimento) 


62 Distância de um Ponto a uma Reta 


Seja uma seta е. definida por um ponto Руф, у.) е pelo vetor diretor Y = (a, b, c) 
e seja Po. Yo, Zo) Um ponto qualquer do espaço. Os vetores v с Р.Р, determinam um. 
paralelogramo cuja altura corresponde à distância d de Pa a г que pretendemos calcular 
(Pig 62) 


а Ten? 
Sabe-se que a área A de um paralelogramo é dada pelo produto da base pela айша 
PESA 


оз, de acordo com a Interpretação вес do módulo do produto vetorial, por: 


1 192 Geomeri analities 


É comparando a) comb) vem 


i iasi? > BPa 


а cama TS ien 
621 Problems soldo 


2) Саси а distância do ponto Pe(2,0,7) à reta 


газ 
т 


A seta г passa pelo ponto P4(0,2,-3) e tem a direção do vetor Y =(2,2, D. Seja ainda 
очног Р.В. =Po =P, 


леу 22,10) 
O] 10,201 


ањо (EUR . VTA 
а ат 


са 


с: 


m 


O produto vetorial Ў PEO = (2,2, 1) х (2,2, 10) dado por 
тоу 
2 2 аео 
22 ю 
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63 — Distância entre Duas Rotas 
537 As Rotes о Concorrentes 

Aditánc d ешге duas retas г е $ concorrentes é nula, por detinição 
632 As Rotas são Paralelas 


Funda 


A distância Ф entre as retas res paralelas 
(Fig, 6.39) é a distancia de um ponto qualquer 
Po de uma delas à outra reta, isto € 


зець i); PaE r 


аваць), PaE $ 


Como se vê, а distância entre duas retas paralelas se reduz ao cálculo da distância de um. 
ponto a uma reta visto em 6.2. 


Problema Resotrido 


сигиш a distância ente as setas 


Solução 


As retas, na verdade, o paralelas, pois um vetor dietor de r é 
diretor de s é Y =(-2,4, 4) € V =-2, Calenlemos a distância entre т e s por 


б) =з com Py 


194 Geometria анай 


Um ponto de г é Po(0,3,0) e s pases por Pi(-1,1,-3) e tem a direção de Y 742,4, 4). 
De acordo com (6.2) temos: 


І» Бры 
ТП 


ав, 


2,301 160,2,-8)1 
Таа ТА 


VOTA VIE вт 
vene oo в М 


Je УЛУ we 


dd) 


ваз апанаваны 
Оомйимия бип геш € 8^6 эжейи: тна г decia pr am ponto Вибо Yi; 2il 
do эче dicor Жабу, емна la ponto Р, Yara) é pelo eos diei 
Чез 
pr" 
(Fi 635). A bame dese paiip(pdo € definida pelos vetores E 0 €a altura compone 
à лак d ente a retas т е v, porque areta з ёрие зо pano dá be бориле 
Верт акс, 


Duis 15 


Sabese que o volume У de um paralelepipedo é dado pelo produto da área da base pelo 
altura: 


PRETO 


о, de acordo com a interpretação geométrica do módulo do produto muito, рог: 
DNA 


Comparando a) com b), vem: 


CEATA 


EAN 


D 


(633) 


9334. Problema Resobido 


4) Calcular a distância entre as retas 


к=з 
r es Гуса 


25-143 


Sotução 


Areta pesa peo ponto Р.А. 1.4) e tem a diego do vetos É =(1,0,-2) eaa e 
pelo ponto PG, 1,2) e tema direção de v (0,2, -1). Então, Pi, (5, 


10 а 
GEE) jo 2 4|-16 
Sp 


ў 
ге 2-643 
2 


195 Cometa mica 


De acordo com 63.4, temos: 


dino 


64 Distância do um Ponto a um Plano 


Sejam um ponto Palo. Yo, zo) e um plano 


пахву eee 


Sejam A o pé da perpendicular conduzido por Po sobre o pleno т (Fig 64)e P(x,y, 2) 
um ponto qualquer дене plano. 


ршн 197 


O vetor П - (a, b e) é normal ao plano л e, por conseguinte, o vetor АР» tema mesma 
direção de т 


A distância d do ponto Po ao plano я é 
dn a) = ТАВ, 


Observando que o vetor Або 6 a projeção do vetor Pi, па direção de m, de acordo 
coma disposto em (3.6), vem: 


logo: 


Py, 1) - 1o -х, Ye - Y. Ed 


(асам 


laxo t bye tcro ~x by cl 
DET 


щт т)= 


198 Generis analis 


Em virtude de P pertencer ao piano т. 


nm 
dit y etate ta «а 


Examinando esta fórmula, vês que o mumerado 


4 o módulo do número que se obim! 
substituindo x, ў е z no primeiro membro da equação geral do plano pelos coordenadas do 
punto Py, + 0 denominador é o módulo do vetor normal so plano. 


Observação 


Se a ponto considerado fora origem 060, 0.0) do sistema, teme 


841 Problema Nesohido 


» 


Calcular a distância do ponto Po(-4, 2, 5) ao plano 7:2x 4 y 1224870 


Sotuçso 
| No caso presente, tem se 


1) coordenadas do ponto Pa: xo 


ува ес 


| " 
| TI) componentes do vetor nomnal a 
| Substituindo esses valores em (6.4), vem: 


124) 0) 29) ві 
рт 


| рь, в) 
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TERES EE 


Viti 


40, ва, 


[or 


65 — Distância entre Dois Planos. 


A distância entre dois planos é definida somente quando os planos forem paralelos. 


Dados dois planos m, е ту, paralelos, a distância d entre eles é a distância de um ponto 
qualquer de um dos planos ao outro: 


абат) Фот) com PoE m 
dén, ma) =P.) com Re E m 
Corio se vé, a distância entre dois planos paralelos se reduz ao cálculo da distância de um 
ponto a um plano visto em 64. 
651 Problema Resovido 
6) Calcular a distância entre os planos 
A A 
Solução 


Um ponto de m é РО, O, 5) е um vetor nomal a л; é F = (4, -4, 2). Portanto, de 
acordo com (6.4) vem. 


HEC OESTE 
deem] met данаў" з 


290 — Gromerro mto 


Outra Solução 
Como os planos 


minzthytaztd =D 


паку dont da = 


são paralelos, sempre é possível obter ay = 23 
Levando em conta que 


bisa=b e c =e =e 


Laxe v byat czo + del 
Егас 


СЕ 


+, considerando equação de ta, vem: 


axe + bye Foro dy 


Comando ou planor do emp amor e minto por «А.а өрән de Ө] 
(а 


Mid 2Y 25D е muievere]-0 
mas quais dy =-5 е d¿=7 Ent 


[ER 1-5-7 


“та VET з 


dmm 


66 Distáncia de uma Reta a um Plano 


A distância de ura reta а um pleno é definido somente quando a reta € paralela 40 


Dinències 201 


Dada uma reta r paraleli a um plano я, а distância d da reta зо plano é a distância de 
tum ponto qualquer da rta ao pleno, isto é, 


30M (Po, 1) com PoC 
problema resolvido em 6.4 


Nota 


O cálculo de distâncias (distância entre dois portos, distância de ponto à reta e distância 
ntre retes paralelas) no plano não será objeto de estudo neste livro por pertencer so currículo 
do 29 grau. 


67 — Problemas Propostos 

D) Mostrar que o porto P4(2,2,3) @ equidistante dos pontos Pa(1,4,-2} e РУ, 7,5) 
2) Determina, no eixo das ordenadas, am ponto equidistante de A(1,1,4) е BC6,6,4) 
3) сыа: 


2) à distância do ponto P(1, 2, 3) Areta 


b) a distância do porto P(1, 2, 3) a cada um dos eixos coordenados 
4) Seja o triângulo ABC de vértices A(-3, 1,4), ВСА, 1,0) e C(-4,3,5), 
Calcular а medida da altura relativa ao lado ВС. 


З) Calcular a distância entre as retas r e s nos seguintes casos 


4) (x20 
уз 
UIECA СМ ВН. 


E 


Бун pasa pelos pontos A(1,0,1) e B(-1,-1,0) e s pelos pentes C(0,1,-2) e 
ва 


6). Determinar a distância do ponto P(2,-1, 2) з cada um dos planos: 


афт?к-1у-4+3=0 
Бахун 


gun 


7) Achara distância do ponto P(2,-3, 5) o plano 


max roy tense 
8) Айыга distância da origem а cada um dos planos 


a) may (20-0 


x=2-n+m 
vn] у= зев 


9) Dado o езе de vértices А(1,2,1), B(2,-1,1), Сб, 
я medida з altura baixada do vértice D ао plano da face АВС. 


1) € DG, 1,0) cal 


10) Escrever as equações dos plenos paralelos го plano wi3x=2y=62-5=0 que 
S unidades da origem. 


рыбны, 


11) Calcular a distância entre os planos paralelos: 


[2 


E 
D 
» 
» 


» 


n 


PLI 


Бутоо e 


Determinar a distância da reta 


a) do plano xOz 
b) ao plano yOz 
ey ao баба z 


dy a plano rex ус 1220 


e  mixtytz-3=0 


тизх-ба-В=0 


Respostas dos Problemas Propostos 


аф) TOP) 


0.7.0) 


аз 


% 


» 


10) 


mos 


CAPÍTULO 


7 


CÔNICAS 


——— 


71 A Parábola 


Consideremos em um plano uma teta d eum ponto F não pertencente a d- 
Parábola é o lager geométrico dos pontos do plano que são eguidisiantes de F € d. 


азаа кеша» 


Na Figura La estão assinalados sete portos que são equidistantes do ponto F € 
ma a 

senio Р з pé de perpendicular baixada de um ponto P do plano sobre a ma d 
(Fi. 715) de acordo com a definição acima, Р perience à parábola se, e somente e | 


ag, E) 7e P) 


E 
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ou também: 


[Lu 


Obsornação 


Consideramos o fato de F $ d, pols, caso contrário, a parábola se doaenoraria nura rota, 


LA Elementos 
Considerando a Figura 7.1. temos: 


Foc: éo ponto F. 
Diretriz: éa read, 

Eixo: éa veta que passa pelo foco e é perpendicular à diretriz. 
Vértice: о ponto V de inersação da parábola com o su eixo 


Obviamente, temse: d(V, Р 


КУ, А) 
Com a finalidade de obtermos uma equação da paríbola, teremos que referia ao sistema 
de eixos cartesianos, Iniciemos pelo cao mais simples, 


712 Equação da Parábola de Мёгіее na Origem do Sistema 


19 coo: O eixo da parábola ёо eixo dos y 


Seja Pix, y) um ponto qualquer da parcbola (Fig. 7.10) de foco ELO. 


Da definição de parábola, tem-se: 
ТЕР PF) 


IL 


206 somero nali 


come P. - D) wm: 


Газа yr 1 


Varo = Маса нун E 


Elevado ambos os membros ao quadrado, obtemos: 
corro Br ай норат 


cem руне 


ou, simplesmente 


жу о 


Esta equação £ chamada equação reduzida da parábola є constitui а forma padrão. 
equação da parábola de vértice na origem tendo para eixo o eixo dos y. 
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Da análise desta equação conchis que, tendo em vista ser 29y sempre positio ou nulo 
(poi 6 igual а x? > 0), os sinais de p e de y são sempre iguais Consequentemente se р>0 a 
Parábola tem concaridade voltada para cima e, se p< 0,a parábola tom concavidade voltada 
“pare baixo, conforme as figuras a seguir esclarecem. 


вэ 


Este número rel р 0 é conhecido como perímetro da parábola 


20 омо: O eixo da parábola во eixo dos x 


Sendo Рә, y) um ponto qualquer da parábola 
(Fig 7.1) de foco РСР. 0), obteremos, de forma 


йө 19 со a equação cia: нара 


ES 


ЖЕТҮҮ 


Conforme o sinal de p, teremos: se р> 0, а parábola tem concavidade voltada para а 
direita e se р <0, а parábola tem concavidade voltada рага e esquerdo 


7.121. Problemas Resolvidos 


1) Determinar o foco e a equação da шеш das parábolas x? =8y e y? 
gráfico. 


2x. Constr 


Solução 


ye 


кедщ é da forma: 


a 


ба 209 


Portanto 


foco: F(0,2) 
dienz y=-2 


Observemos que na equação X =8y, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem 
dois valores de х simétricos, no caso, 4 e -4, Assim, esta parábola é simétrico em relação ao 
eixo dos y. De modo geral, se numa equação a troca de x por =x nio altera a equação, ela 
representa uma curva simétrica em relação ао eixo dos y. Em outras palavras, um gráfico é 
simétrico em relação ao eixo dos y зе о ponto (-x,y] pertence ao gráfico sempre que (x, y) 
também pertencer. A existência de simetria em seção à vm eixo é Uma particularidade muito 
й para a construção de gráficos, pos basta determinar o gráfico de uma das metades da figure; a 
parte restante do gráfico é uma reflexio daquela 


Portanto: 


ке FeO 


1 
ач 


Esta parábola € simétrica em telação ao eixo dos x. Na verdade, а substituição de y por 
y mão altera uma equação da forma y? - 2px. 


E 


бата тайна 


» 


Solução 


Determinar а equação de cada uma das parábolas, sabendo que: 


a) vértice V(O, 0) e foco F(1,0) 
b) vértice V(0,0) e diretriz y=3 
©) vértice V(O, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada рага cima 


4 


а) A equação € da forma. 


Substituindo este valor de p na equação acima, obtemos: 
з ах 
TA 


y 


y зах в 


b) A equação é da forma: x 


сму 
»<0 


тше ш 


загу 


€) A equação é da forma. 


2ру 


Como Р pertence à parábola, então (-2, 5) € 
чта solução da equação, isto 6, a afirmação: 


(й =2p(9) 


€ verdadeira. Daí vem: 


portanto, a equação desejada é 


ку 


22 romero ena 


A3 Transação de Eixos 


Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto ОКВ), arto, Vamos introduzir 
um novo sitema ХО tal que os eixos Ox e D'Y tenham a mesma unidade de medida, a 
mma direção с o mesmo sentido dos sins Ox с Oy. Nestas condições, um sistema pode ser 
tdo do ошо, através de mo tração de ios 


p 


Seja um ponto P qualquer до plano tal que suas coordenadas são: 


х ey em relação do sistema хОу, 
X ey em relação ao sistema x OV, 


Pela Figura 7.1, obtém: 
ack*h e ууз 
Y-x-h е y-y-k 


que sio as fórmulas de traria e que permitem tansfonrar coordenadas de um sistema pu 
аш, 


Cem M) | 


А principal блай da transformação de coordenades € modificar a Гана de equações | 
For exemplo, sja a рка de аца Í 


referida ao sistema ХОУ. 
Se termos 3 ede 


istoé, O3, 2), e sabendo que: 


моё 


a equação desta parábola em relação ас sistema xOy 6 
TEE) 
X - 6x0 нау-в 
Pay 17=0, 
Reciprocamente, a equação: 
э#-вк-аужї?=о 

no sistema хОу tem equação. 
X= ay 


mo sistema КО, 
De fato: 


-éx-áy +1750 


E 


ваў o 63) a! em namen. 


X? вжо -6x-18-4y'-8+17=0 


ay 
э-э 
Como se observa neste caso, mediante uma adequada translação de eixos, a equação em x 


© y transionmase numa equação em X e У bem mais simples, e ambas com o пешо 
пб, 


74 Equação da Parábola de Vôrtico Foro са Origem do Sistema 


19 caso: O eio de parábola é porsle ao eixo dos y 


Seja uma parábola de vértice V(h,k) «eixo paralelo ao eixo dos y, sendo h e k 
radar de V em relação ao sistema хОу. 


сна ns 


Fin? 


Seja P(x,y) um ponto qualquer desta parábola. 
Consideremos um novo sistema ОУ, com a origem O' em V mas condições do que foi 
visto em 7.13 (Fig 7.14). 


Sobe ae que a equação da parábola referida ao sistema ХОУ € 


que €a forma padrão da equação de uma parábola de vértice Vh, K) s eixo paralelo эз eino 
dos y. 


29 caso: O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos x 


ре modo análogo го caso anterior, teremos: 


ө-ю*=?рх-һ) 


Observemos que se (h, К) = 0,0), voltamos а ter o caso particular de 7.12. 


— = 


М Gemeri тыйа. 


ТААЛ Problemas Resotndos 


3) Determinar a equação da parábola de vértice V(3, 1), sabendo que у -1 70 é a equação 


de sua diee. 


шю 


Para facilitar, fagamos um esboço do gráfico 


А equação da parábola € da forma 


[I 


Substituindo na equação (1), vem 


э 


o 


ста аз 


rm 


x 6x8 +17=0 


4) Determinar a equação de paribola de foco em E(1,2), sendo x75 a equação da diretriz. 


ра 


A equação da parábola é da forma: 


e 


V(3,2) é ponto médio do segmento AF, 


Jogo: 


prá 


ин Geometria rate 


ay raras 


EI 


з) Determinar о vértice, um eigo do gráfico, o foco e a equação da diretriz ds parábola 


unn 


Soto 


Primeiramente, vamos apresentar esta equação па forma prática: 


Qt ateh) 
Iiciemos escrevendo a equação ass 
убу ва-1 


Gano ө 19 membro da equação deve ser um trinbmio quadrado, teremos que completar а 
apresta. y! + у. Риа completar o quadrado de uma expreso da foma y? ty det 
somar о quadrado da metade do coeficiente de y, ou sea, CI? No cato de y? 10, event 


ао 19 membro da equação, não poderes 


va у, заць 9. Ош, co o ти? 


deir de compensar somando 9 também ao 29 membro: 
y +óy19=80-149 
азн сака 

ou ainda: 


[2 


аша 09 


e a equação dada está na forma padrão, 


Logo, temos 
us 
юз. 

-8 оа 2-2 
ГЕТ 


Portanto, о vértice da parábola é. 


veu 


Pelo esboço do gráfico tem ae os 
demais elementos solicitados: 


foco: F(1,-3) 
беш: x 


7.8 Equação da Parábola na Forma Explícita 


Sabemos que a equação de uma parábola de vértice V(h,k) e eixo paralelo ao eixo dos y 
tema forma padrão. 


(к-һ)* = aply- К) (as 
Por exemplo, para VO, -1) e p=, teriamos: 
G- orn 


Com o objetivo de explicitar y nesta equação, faremos: 


ax 16x+16=y +1 


EDO Gore aii 


donde 
yan бхз 
Uma equação na forma podráo (7.1 5) pode ser apresentada sob a forma: 
ус! eere 


chamada forma explícita da equação da parábola афо eixo é paralelo зо eixo Oy. 


Reciprocamente, dada ume equação aa forma explicita, podemos sepre conduzida à 
forma padrão (7.1.5). Coniequêntemente, о gráfico de 


yuan тыз 


Som a 0, é sempre uma parábola de cixo paralelo o eixo dos y. 
 Aralisemos os aspectos mais importantes do gráfico da parábola de equação. 


саю roxas 
Inicialmente, transformnemos esta equação para a forma padrão (7.1.5) 


Ax -1вх=у-15 


a - dx) y 15 
DTI 


tear yen, 


vin 


Cem ш 


Para esboçar o gráfico, vamos calcular as interiegóes da parábola y= Ак? = 16x +18 com 
оз eixos coordenados. 


Fazendo x=0, vem y=15 e, portanto, (0,15) é o ponto onde a parábola corta eixo 
dos y. 
Fuendo y=0, vem 


a Mx 1570 


esu ntm do + É, porno, 6 


з ———À—— |] 


dex. 
O gráfico està esbogado ra баша. 


e, portanto, o foco é 


eae o ва 


e a diretriz tem equação: 


Quendo a equação da parábola estiver na forma explicita y = ах' +bx +c, a determinação 
b 


do vértice Výh, k) poderá ser feita com maior rapidez lembrando que h =-->. Par 


оошо da 


equação 166415, teremos: 


з Geometrie metto 


$ a ordenada correspondente k secá obtida substituindo 


por 2 пема equação, isto é: 


к=аду -160)+15=-1 


Logo, o vértice € УО, 1) 


Observação 


Se a parábola tem eixo paralelo ao eixo dos x, sua equação na forma explicita é 


xa пузе 


corespondente à forma padrão 


[E 


Um detalhe importante ma comparação destas equações é que o sinal do coeficiente a € 
а mesmo de p, e, portanto, a concavidade da parábola fica declarada quando sua equação 
estiver na forma explicita. Por exemplo, o gráfico de 


хара 


é uma parábola de concavidade voltada para a esquerda porque о sinal de a € negativo 


1134. Boblemarcotvido 
6) Determinar equação da parábola que passa pelos pomos (0, 1), (1,0) е (3,0), conforme 
a figura 
Solução 
A equação é da forma: 


узай нта a>0 


аш 223 


As coordenadas dos pontos devem satisfazer а equação desta parábola, isto é: 
кой + (0) +e 
EM 
0-33) et) e 


аз bre-o 
СЕСЕ 


sistema cuja solução é a 


Fe 
Logo, a equação da parábola é 


i. 
da 


JA Problemas Proportor 


Fm cada ven dos problemas 1 a 18, estabelecer a equação de cada uma des parábolas. 
sabendo que: 


1) vértice: V(O, 0); diretriz d: y 


тм Gromermo eins 


зу foco: F2 0); diretriz di x 42-0 


3) vértice: V(O, 0); foco: F(Q, 3) 


4) vértices V(0,D); foco: (3,0) 


5) foco: БФ, d: y-1=0 
Өр чепке: VI0,0), simetria em relação ao eixo dos y e passando pelo ponto P(2,-3) 
7) жже: V(2, 3) foco: F2, 1) 


8) vértice: V(2,-1); foco: F(S,-1) 


: V(A, D; Grez d: x+4=0 
10) vértice: V(O, 0); eixo y =0; passa por (4,5) 
M) vértice: VC4.3): foco: F64, 1). 


12 а, 3); Aver: 


13) fuco: (6,4); дзена y 


16 fom: FO, dicii xd 
15) vr VO, o parao ю odos, рева pel poro 4,4) 

10) ва de ica punto о o ds y е ра раю pot A) BL) е CN 
I) ino de ota pro so ixo dot y epa po pontos PO) Р) PO) 
19) sio paros y=0 epu ger вуаль C33 e BCN 


Em cada um dos problemas 19 а 34, determinar o vértice, o foco, uma equação para a 
diretriz е uma equação para o eixo da parábola de equação dada. Esbogar o gráfico, 


1) баў Г 
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sem 


20 ану 


2) -20y-39=0 ) ysa 
2) y say лека 3) dege-eyey 
E 

7143. Respostas dos problemas propostos 
DES 1) (к-г =у- 
ET 13 аба nta 


19 (yen х 


19 (y-3P 

Й 

16) yl 

вас т vedi 


D какаву 18 хе Туа оу 


ED 


9 19) VI0,0), E(0,-3), 


® Уза 


dy cag asit ande 20) vio 0) F(25,0), x=25, y=0 


DR ES 20 vio) Pio, 


Пу 2 звя ву-в=0 2) убо, + 


226 болтат ola 


ardor A VO a ener 


3» vQ, 2). FG. 


з) уз, х 


ER 


„х=! м) v0.6. 50,9) у 73. 


25) “а, 2) FOL. Y 


P 


yv m ventre lb 


26) VG. 2), нах 
vea eds, вк +15= 0, yl 
¡dm Rp, э. miso, у-350 


2) Vena PGL), х=-6, зз 


28 VOD, FG, -1) x=, У аў 


32 AEtipse 


ipe é o Tagar geométrico dos pontos de um plano cuja soma ds distâncias a dols ponto 
fixos dese plano é constant. 

Consideremos no plano dois pontos distintos, Fi € Fa, 
Seja um пйтито rel а tl que 202 26 


Ас conjunto de todos os portos Р. do plano tais que: 


ti que a distinda (Fi, Fs) =26 


a.e AP. Fa) 52 
TALA 


dáse o nome de elipse (Fig. 7:24). 


Fqua iza 


оша 27 


А Figura 12 sugere como se pode construir uma elipse no papel. Nos pontos Fy е Fs 
Паспа dois percevejos е neles amarremnos um So ndo esticado. Tomemos um lpis e distendamos 
com sua ponta o fio, marcando o ponto Pi. Então, а soma das distâncias (Р, Fs) e (Р, Fa) 
é o comprimento do fio. Se о lápis deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre esticado, ficará 
traçada umma ме de focos Еу e Fa. A figura mostra outra posição P, da ponta do lápis 
e, também para este ponto, a soma das distâncias (Ps, F,) е d(Ps, Fa) é o comprimento 
do fo. Assim, para as infinitas posições da ponta do Ыр, a soma das distâncias a Py е Fo € 
constante. 


А constante 2a anteriormente referida é o comprimento do fio. 
Se mantivemos constante o comprimento do По е variarmos as posições de F; e Fa, а 
otra da lipse rá variar. Assim, quanto mais próximos os focos estão entre si, tanto mals a 
forma da elipse se assemelha à da circunferência, e quando Fy = Ру obtém-se uma circunferência 
Por outro lado, quanto mais afastados os focos estiverem entre si, mais “achatada” sí а elipse 


зал Elementos 
Focoszsfo os pontos Fi е Es. 
Distánela focal: a кида 2c entre os focos 
Centro: é o ponto médio C do segmento Es Fi 


Kio maior: é 0 segmento А.А, de comprimento 2a (o segmento АА; contém os 
focos e оз seus extremos pertencem à elipse) 


Fio menor: é o segmento Bih, de comprimento 2b (В.В. 1 А.А, nO scu ponto 
médio) 


Véricer: são os pontos Ay, Aa, Ba € By 


» 


шиж Geometria malti 


Excentricdade: é о número e dado por 
Tendo em vista que c £a, temse: 0<e<1 
Observação 


Em toda elipse vale a relação 


$n 


Na verdade, esta igualdade é a relação de Pitágoras no triângulo retângulo ВСВ 


722 Equação de Elipse do Centro па Origom do Sistema 


Seja Мә, у] Um ponto qualquer de uma elipse (Flg. 12e) de focos Es(-:,0) e Fal 
Por definição, tem-se 


ae, Foram Fs) =2 


IERI EE] 


zs 


ou em coordenadas: 


Ма co! 1 - OP + Мб асо 


(x ey tP = (uu атаў 


д куй жшж casi YI TRE + зу dace 
ау угт 
av yr dt 


at aga 


PR ae 


E агу! tato atar 


Pao 


2ю Gromeremettca 


logo: 


кей лә. 


Dividindo ambos as membros da equação por 19, obtemos 


a 
> 


que é a equação reducida da elipse de centro па origem e eixo maior sobre o eixo dos x. 
29 caso: O eixo maior está sobre o exo dos y 


Com procedimento análogo зо 19 caso, obteremos a equação reduzida 


Observação 


Tendo em vista que a? 


Pos eai a>b 


сшы 201 


Então, sempre o maior dos denominadores na equação reduzida representa о número. 


é, onde a é medida do semieixo maior. 


Ainda mais: se па equação de elipse o número a? é denominador de X^, a elipse tem 


seu eixo maior sobre o eixo dos x. 


Exemplos 
A equação reduzida da clips го lado é 
Xs 
ari ш 


А elipse a0 lado tem equação reduzida: 


m 
En 


732. Problemas resobidos 
Nos problemas de 7 a 9, para cada uma das elipses, determinar: 


а) a medida dos semi-eixos 
b) um esboça do gráfico 
e) os focos 


d) a excemicidade 


n 


3 


} 2 павышана 
Dm reses 
H Д у 
} soto 
И 
H Dividindo cda termo de equação por 225, temos: 
ў EAE 
! 225 “ias 
| = ү. 
ats 
в) Mas: 
229, 
go: 


» 


2з 


quebre 


252 940 


ея 2 cms 


Logo, os focos são FL (-4, 0) & Fa (4,0). 


A 
й з 


8 абу -16=0 


Solução 


Conduzindo a equação para а forma reduzida, vem: 


O 


1624, 


» 


Logo, ox fams sto FO, - VIT) e Falo, VIT} 


wm й YF 
яг а. 
» eyo 
Solo 
А forma reduzida desta equação 6: 
gaps 
EE 
DAE 


DI 


аш — 25 


дама 


ET 


Portanto, ов dois focos coincidem com o centro da creunferéncia 


o 


dec 


A circunferência é uma clipse de excentricidade nula 


10) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3,0) e a medida do eixo maior 
68, Determinar sua equação 


Solução 


Tendo em vista que o foco dado é do eixo dos x, a equação desta elipse é da forma 


а-а 


Precisamos determinar а е b. Como o eixo maior mede $, into é 


Tendo em vista que o centro da elipse 6 (0,0) е um dos focos é (3,0), concluise que 


Mas: 


29 Gomorra nai, 


м-т 
Portato, a equação procurada é 


ye 
157 


7.23 Equação da Elipsa de Contro Fora da Origem do Sistem 


19 wo: O eixo maior é paralelo ao eixo dos x 


Consideremos uma ере de contro C) e eje PG) am onto qualquer di mesma 
(2224) 


LI 


Em 7.14 estudamos o caso da equação da paribola com vértice em (1, К) quando ocome 
uma translação de eixos, O caso presente da elipse € perfeitamente análogo àquele, 


Asim: 


га 
+ 


Ce 287 


€ a equação de uma elipse de centro C(0, 0) е eixo maior sobre o eixo dos x; quando o eixo 
maior for paralelo зо exo dos x е o centro for СК, a equação passa aer 


(hr, бю? 
E m аы. 
Este mesmo detalhe irá se repetir também no estudo da hipérbole а et felto Jogo a segu 


29 сво: O eixo mator é paraielo го eixo dos y 


De forma análoga, temos: 


«а, 
а 


7231 Problemas resolvidos 
11). Uma elipse, cujo eixo maior € paralelo зо eixo dos y, tem centro C(4,-2), excentricidade 


= et menor de шейш, Qual a equi da ар 


238 Geometria enden 


Solução 


A equação da elipse é da forma 


Precisamos determinar a eb. 
Mas 


6 


gs 
Ra 


санои 299 


Logo, a equação da elipse é: 


[SEES 
з 


Eliminando os denominadores e desenvolvendo os quadrados, encontramos 
ACH -вх L0) 430? 14y44)=36 


dé зевая 3y? узо 


AX зу? -32x4 I2y 4070 


12) Determinar o centro, os vértices, os focos e a excentricidade da elipse de equação: 


4x? 49y? -8x dep rá O 


Solução 
Para que а equação possa ser analisada devemos colocála na forma: 


б, Ф 


Primeiramente, vamos agrupar os termos de mesma variável: 


(4€ - 89) + фу? - 265) 


лай - 28) 9? -4у)=-% 


onde colocamos em evidência os números 4 е 9 para facilitar а construção de trinómios quadrados 
nestes dois parênteses 


Ea 


аба De) eel? «ау аа a) 


кее ча -ай =36 


Dividindo ambos ов membros да equação por 36, obtemos: 


TAE E 
> * 


que, comparada com a equação (1), informa: 


ome 01 
—— 
b=2 


Para atender as бегла solicitações do problema, o gráfico auxi. Assim, os vértice so: 


Ааа. BIO) € B,(1,4). 


Cómicos м 


Para determinar os focos precisamos do valor de e 


атына 
ITI 
ВЕ 


Forint, os focos so: 
BVS e ваза) 


Excentricidade: e= 


724 Problemas Propostas 


Em cada um dos problemas 1 a 8, determinar os vértices Ay е Aj, оз focos a олет, 
cidade das elipes dadas, Esbogar о gráfico. 


D 1 
à E 

Э 36% 10071 
3 


4) $e asy caseo 
S mero mas 
O ati 
7) аа 25у -1 
3) вау 


Em cada um dos problemas 9 a 22, determinar a equação da elipse que satisfaz as condições 
dedos. 


42 Gromera ento 


"rr 
10) aaro 004) аа EC) cum reo ALO 

11) centro С(0,0), um foco Р (0, -/5) e eixo menor mede 4. 

den nt ga ds e pa тан 


10) sento CAD, fc mo eiro ds э, маім = 2 é pa мое Ра, -$ 


14), vices A(O, 6) e pesando por 10,2) 
18 ыва mia е aii З 

16) xo maior mede 10 e focos Бі, e Б... 

17) ше C3, O), um foso EC, О) талим о cio dos y. 

18) centro C(2,4), «шим de comprimento 4 e 3 e lo malor palo e eto dos x 
19). acc dad do pais ac ne a cla puso mu lo os 3 


20) vértices A 1,2), АСТ, 2) ea medida do eixo menor iguala 2. 


21) centro C(2,-1), tangente 205 eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos eixos 
cocrdenados. 


22) vértices A,(1, 4) e As (1,8), excentricidade e =. 


Em cada um dos problemas 23 a 28, determinar o centro, ox vértices A, е Az, окон. 
ex excentricidade das elipses dadas. Esboçar o gráfico. 


з) eu a ца 
24) 25 4 déy + 50x + у- 311 =0 


2) вар ape 18y +950 


ET 


E 


26) 160 +y? Gta ay + 52-0 
2) dé e9y -96x4 z2y 414420 
28) ах ву -Ex-30y14=0 


1251. Respostas de problemas propostos 


з 00.0, A( 10,0), 64,0) e =E 


2) €(0,0) A(O, + 10), F(0, 18), e=: 


3) С(0,0), А(+5,0), F(*2 v6, 0), e= 
о 600,461: вал 


з aereo 


o 


ya 
5 


D coach o Fe IT. o), 


w 


3) copati ена oest 


9) ox? «asy! mass 


10) 06 16y 


1) збаў 36=0 


аа, 


13) абза -4550 


19 


эм cromo rait 


15) T8 + 16y? - 28x - 128y +172 
16) азё + 16y? -100x - 64y - 2360 
T Seed зьне 

18) 92 (Mey + 54x- 1284 193=0 
[ECT 
20) at toy? rie diy каза 

2) xay ar By edet 


2) 9 «5 - 18x- 20y -15120 


эз) 00,3) AL? зу А6 з), ват, e 


зу АС А 


SEA) 


25) COLA AGA), MO-I} FB+ VS, е 


аза на 


m com none ват 


ж) CO,2 A2 MADEO 25,2 YE 


73 — A Hipirbole 


Mipésbole ё o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferença das distincos, em 
valor absoluto, a dois pontos хов desse pleno € constante. 

Consideremos no plano Чон pontos distintos Е, е Fs tal quea dstância d(Fy F1) 2; 
Seja um número tes) a tal que Ja 2e 


аш м 


Av conjunto de todos os pontos P do plana tes que 


Тер, Foy ea Fa) e» 


ICAA 


Mese o nome de hipérbole (Fig, 2.3). 


Fauna 


Coma se е, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela equação (73) um 
ponto P está па hipérbole se, e somente se 


dE F)- AP, Fa) 622 


Quando Р estiver no ramo da direita, a diferença € +2a €, em caso contrário, será -: 

Consideremos a reta que passa por Fy e Fs е sejam А, е A, os pontos de interseção 
da hipérbole com esta seta, Consideremos outra reta perpendicular а eria pasando pelo ponto 
médio C do segmento FF; (Fig, 7.35). 


dés Comer mula 


A hipérbole é uma curva simétrica em relação а estas duas retas, como também em lação 
do ponto C. Se Pi un punto de hipérbole, existem os pontos Pa, P, е P, tais que: Р, da 
simétrico de P, em relação à reta horizontal, Pa é o simétrico de P, em relação à eta vertical, 
Pa éo simétrico de P, em relação зо ponto С. 


Alda, pela simetria, conchi se que 


СЕЛЕ) 


[ur 


731. Elementos 


Focos: slo os pontos Р. e Fx. 
Distância focal: € a distância 2e entre os focos: 


атш MI 


Centro: бо ponto médio С do segmento Fi F>. 


назе 


Vértices: мо os pontos Ay e Az 
Eixo real ou transverso: € segmento Ay Аз de comprimento 2. 


Eixo imaginário ou conjugado: £o segmento B Ba de comprimento 2b (Fig. 7.52) 
О valor de b 6 definido através da relação: 
СЕУ 


onde a, bet são as medidas dos lados do triângulo retângulo ВС Aj. 


Vamos fazer ainda uma ошта consideração em tomo de a, b e c. Consideremos uma 
circunferência de raio c e cujo centro 4 o próprio centro C da hipérbole, Tomemos um valor 
arbitrário pera a e marquemos os pontos A, e As, vértices da hipérbole, Por estes pontos 
tracemos cordas perpendiculares го diâmetro Fi Fi. As quatro extremidades destas cordas são 
ч vértices de um retângulo MNPO inserito nesta circunferência (Fig. 7.34). 

O retângulo asim construído tem dimensões 2a е 2b са regio cè =s +b? está 


movante presente no triângulo retângulo hachuado na figura; com o eixo iguginário B, Ba 
bem caracterizado. 


As retas г é s, que contêm as diagonais do referido setángulo, chamamee asséntotos de 
hipérbole. 


24 Cometa caio 


Tiu 254 


As assímtotas sfo reas das quais а hipérbole se aproxima cada vez mais à medida que os 
pontos se afastam dos focos. Esta aproximação é “contínua” e “lenta” de forma que a tendência 
da hipérbole é targenciar suas amíntotas no infinito, Naturalmente esta particularidade dos 
assíntolas constitui um excelente guia para traçar o esboço do gráfico. 

O ángulo 9 assinalado na figura é chamado abertura da hipérbole. 

Chamase excentricidade da hipérbole ao número e dado por: 


A excentricidade da hipérbole está intimamente relacionada com sua abertura. 

De fato: voltemos outra vez à figura anterior onde а circunferência tem rao c, Mantendo o 
тю e da Figura 73d e tomando um valor para "s" menor de que o anterior, а novo retângulo 
MINPQ será mals “estreito” a, om consequência, а abertura 9 seri maior, 


к— 


Cem 249 


Ora, diminuir o valor de “a” (mantendo с fixo) significa aumentar o valor de e= E As 


sim, quanto maior a excentricidade, maiorzerá a abertura, ou ер, mais “abertos” estarão os ramos 
| Фа hipérbole. 


Ошадо а tetâneulo MNPO 
perpendiculares (0 = 90*). А hipérbole, neste 


transforma mum quadrado e аз assímotas serão 
o, é denominada "hipérbole equite 


250 Gomera nato 


722 Equação da Hiptrbole de Contro na Origem do Sis 


19 caso: O eixo real estä vore o eixo dos x 


Seja POLY) um ponto qualquer de uma hipérbole (Fig 734) de босо F,i5,0) e 
вис, о). 
Por definição, temas 


ТАФ, F ) - QS 12 
ou em coordenados 


IAN - Мас узба 


8 


Com procedimento de simplificação análogo ao que foi адо ra dedução da equação da 
clips, с lembrando que c? -4* f^, chegaremos à equação: 


ES 


Ra 
sU 


ө real sobre o eixo dos x 


que € equação reiuzido da hipétbole de centro na origem e 


Omes эш 


29 caso: O eixo rel está sobre o eixo dos y 
Como já ocorreu com a parábola е a elipse, а equação desta hipérbole somente difere da 
anterior pela troca de posição das variáveis: 


ү" 


aw 


Exemplos 


1) А hipérbole da figura a seguir tem equação reduzida 


& Sun 
5-7 
Ef 


9. a 


Observações 


а) Para obter os vértices Ay с An, fizemos y = O na equação (1). Daí, vem: 


з. 
logo: 
Азоў e ALS) 
Б) Se fizermos x - 0 m equação (1), obteremos: 
«й 
1 


ue é uma equação impossivel no conjunto dos reais 
dos y, 


io significa que а curva não corta o eixo 


Cóniom 282 


£) A simetria da qual falamos em 7.3. азе bem evidente pela análise desta aquação. 
Tor exemplo, o ponto P,(6,/2] pertence а esta hipérbole por sec verdadeira à айлар 


ш ту 
pog 
é da mesma forma pertencem tambem os portos Pies УЗ}, Pub, VTZ) e Pots I) 
Portanto, а hipébole é simétrica em ео os elos coordenados é em relação à argon 
2 As эштә são setas que posam pela origem е, portanto, tm equação do tipo; 
ym 


sendo m a declividade 
A assíntota y da figura anterior tem declividade: 


т «В.З, 
Ld 


enquanto a сца s tem declividade: 


2) A equação reduzida 
da hipérbole ao Jado é 


Y x 


2960 Geomeris слей 


7324 Problemas resolvidos 


Nos problemas 13 a 15, determinar, para cada uma 


в hipérboles: 


а) a medida dos sembeixos 
1) отео do gráfico 

©) os vértices 

y os focos 

e) a excentricidade. 

y араў das assintotas 


d) ê -Ty -63 


Someso 
ата а 
эю у E 
зым 


Ok 25 


» 


o) Мейса: АСУ? б) e ALTO) 
4 Para determinar os focos, precisamos do valor de с 


y 


T 


ЫП 
csa 


Logo, os focos sto: F, 4,0) e Fa(4,0) 


д Excentricidade: 


2M Geomenicenetca 


1) Equações das assíntotas 


v 
M) А2 -4y +16=0 


-16 


-esis 


e) Vérticos: A (0,-2) € As(0,2) 


d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c: 


ны 


4416 


ec |E SONS 


Jogo, os focos são; F,(0,-2v5) е Е, 


é) Excentrcidude: 


АЕ 


f) Equações das asríntotas 


Solução, 


ei 
т 


que é a equação reduzida da hipérbole com eixo real sobre о eixo dos x 


hipérbole eqüilátera) 


258 Generic melee 


5 


e) Vérticos: A1(-2,0) e AL(2,0) 


logo, ов focos são: Fi (-2/2,0) e F¿QVZ 0) 
e) Excentricidade: 
o 
Observemos que, em qualquer hipérbole е авга, а excentricidade é sempre igual а YT. 


0) Боб des asíntotas 


Comas 259 


w 
Determinar sua equação. 


Solução 


Tendo em vita que os focos são 
forma: 


Precisamos determinar а e b. 
| 
De Fy е Fa, vem 


Mes, о eixo real mede: 


EI 


p 


De 


Lies Ырай» tem focos cum F1(=3,0) е (9, U) € a medida бо eixo re é iguala 6 


pontos do eixo dos x, a equação desta hipérbole é da 


2H Geometria enel 


19 caso: O io пай é paralelo ao eixo dos x, 


Consideremos uma hipérbole de centro C(h,k) e seja P(x,y) um ponto qualquer da 


O que comentamos em 7.2.3 para о caso de elipse também vale aqui. 


Assim: 


x 


= 
é a equação de uma hipérbole de centro C(0,0) € eixo real sobre o eixo dos x; quando o eixo 
teal for paralelo o eixo dos x eo centro é Ch, K), sua equação рама a ser: 


CESA 
70» 


29 caso: O els renl d paralelo ao eixo dos y 


De forma análoga, temos: 


й а 
ae | 


Ces 26) 


733,1. Problemas resolvidos 


17) Determinar a equação da hipérbole de vértices As(l,-2) e A5(S,-2), 


sabendo que 
FG, -2) é um de seus focos, 


ошодо 


Em função dos dados do problema, vamos esboçar o gráfico desta hipérbole, 


1: Geomewis enelitice 


Sendo o ixo real paralelo ao eixo dos x, а equação da hipérbole € da forma: 


CAN 

Gc = 
O centro é o ponto médio do segmento Ay Ay 
Logo: CO. 

E imediato que 


ата А02 е с, 


аю 
«ачы 
оак 
ves 


Logo, a equação de hipérbole é: 


(3 pror 
с 


E) 


Eliminando os denominadores е desenvolvendo оз quadrados, encontramos. 


за? -6849-40 ys eo. 


SE 30x 1:45 -4y! = 16y-16-20=0 


on ainda: 


EE E] 


18) Determinar o centro, um esboço do gráfico, os vértices e os focos da hipérbole de equação: 


9x? ay? - ах кВу+113=0@ 


Solução 


Primeiramente vamos conduzir esta equação а uma das formas de 733. 
Agrupando оз termos de mesma variável, temos: 


(9х2 - ва) - (Ay? -ву) 


Pondo em evidéncia os coeficientes de xè е y? 


ЭО? -в® + вус му? дужу -113 490) 4(1) 


De - 1} 2-36 


н Geometrie analitica 


Com o objetivo de obter 1 positivo no segundo membro, dividiremos ambos os membros 
da equação por 36; 


que representa uma hipérbole de centro СО, 1) е eixo rea] paralelo зо eixo dos y. 
E imediato que 


e, portanto: 
a=3 e be? 


Pelo esboço do gráfico, os demais elementos solicitados obtém se facilment 


vértices: А 3,2) е А 3,4) 


_ T NN 


Para determinar os focos precisamos conhecer o valor de с: 


Logo, os focos sio: 


FG 1-13) e EG LIS) 


19) Омет a equação reduzida resultante de uma translação de eixos, classificar, dar os elementos 
e esboçar o gráfico de equação 


T€ - у? + 28x + Say - 11650 


Solução 


Do mesmo modo que no problema anterior, mudemos а equação dada para a forma: 


CESA 
F 


Assim 


(з 4289-09" - 54у) 


тө? 149-907 - 60-116 
зад Ax 4) 907 - 6p * у= 116 704) - 9) 


паа | 


Pejas fórmulas de transação de 7.13, Façamos 


206 Geometria 


+, portanto 


que é à equação reduzida de hipérbole dada em relação ao sistema ХОУ, sendo O'(-2,3). 
Mas: 


DI 


2-3 su VT 


Logo: 
eixo real: m-6 
ахо imaginário: 2h 2T 


rocoso: Б,С6,3) e 0,3) 


734 Problemas Propostos 


Em саба um dos problemas 1 a 10, determinar os vértices, os focos с а excentricidade das 


hipérboles dadas, Esbogar o gr 


9 yet 


DE. 


Em cada um dos problemas 11 a 24, determinar а equação da hipérbole que satisfaz as 
condições dadas 


268 бетти malen 


M) focos FE 5,0), vértices AÇt 3,0) 
12), focos F(D, + 3), vértices A(O, 22) 


13) vértices A(* 4,0), passando por P(B, 2) 


10) eo COD, акей ые Oy, 928 накана $ 
15) focos 0,45) comprimento do cio impo 

A e 

1) аша (6) € 0,2) mec 2) 

н) vine 6,9) e (1) enn э-э 

19) centro C(S, 1), um foco em (9, 1), eixo imaginário mede 4/7. 

20) focos F,(-1,-5) e Б. (5, -S) hipérbole equilátero 

2) чыке A, e A. рава цана 
perm 
23) centro C(-2, 1), eixo real paralelo а Ox, passando por (0, 2) е (-5,6) 


24) focosem (3,4) е (3,-2), excentricidade e=2 


Em cada um dos problemas 25 a 30, determinar o centro, os vértices, os focos e a оседи. 
саде das kipérboles dados, Esboçar o gráfico, 


35) $e ay - 18x- 16y -43=0 
26) Ay зака 2ay -310 
IM э? -ау-5ах+Ву+113=0@ 


28) 4p y RAY A= 


2) 


3» 


E] 


ад -y F3 ép rie 


16x? - оу? - 64x- Dye 19-0. 


Obter а equação reduzida resultante de uma translação de eixos, classificar, dar os elementos 


representa graficamente as equações: 


a) эё (dy! -4x -24y 10670 
Вуха су -8х-аук11=0 
ау -®х+буж11=0 


аз зю ray -12x + 8y +1950 


$i жэхжу-15=0 


N 9х? say -54x45 50 
дау -2507 - 90y- 50x =25 


73,41 Respostas dos problemas propostos 


5 


> 


n 


» 


оду) e E 


Кая 


м, +10), F(0, * 24/47), е 


ALE 4, 0), 5,0), e= 
A(0,+2),F00,23), e=} 


A( 22,0, F( 25,0), є=Уў- 


2v5 


AO, VI н, =), e=2Y 


A О В VEO, es YT 


AG V0, FG 2,0) eT 


E 


9» oem ros S é 


му 
10) Або, уно, 0 


11) 16% саў 144=0, 
19) ай. +200 
13 -12-1520 


14) 16-9 -576=0 


17) $e -yt c Gc oy 60 
18) say охе 12y440=0 
19) аў сдохну 1650 
Жу зе дуй SO 
m) а-а-а 

2) зё -syè 204 Ay -25=0 
3) Mè -Sy нбх 10y=0 
24) 12у? 40 24у 420510 


25) CUL22) A C17), A6, 2, PO (I2) es E 


26) сєз, 3%, ES, 9, Acl- 3), СЗ #45, 3), 


3) Co nam sa eue e 


28) CAD, A12) Аа, F(4 23 /5,2), e 


29) (2,3), A СЗ Ал(-2,9), E, 5 6 2/08), е 


3 


30 саамы, аа еў 


зр a Lay? =, elipse, io тшог4, eixo menor 2, fos FO + у, D 


юз? -у* =1, ров, sizo re 2, ebeo irati 2, FH £D 
o y? гах, рий, реА, бешш: xut, FQ, 
à) y элу? 1, аве, siso maior VÍ, cho menor ZYE, ва, 


e) x? =-8Y, parábola, p= 


4, FC1,0) diretriz: y 
Drs -Э]-1, иок, t xà, eso imagino 6, PO ало) 


DZA- =1, ион, өө и 10, хо imagino б. EL. 5# VE) 


Observação — A squagto geral do 29 grau a duas variáveis, ax? e by! заку нах hey +50, 
onde pelo menos um dos cocficiontes a, b, с € diferente de zero, representa uma parir 
bola, uma clips: ou uma hipérbole e será estudada como aplicação das formas quadráticas 
no plano om Álgebra Шлем". 


+ Ver Capítulo 7 de Ака Liner, Editora McGre A, дос aure 


2 Coomurria alta 


74 — Аз Seções Cónicas 


Sejam duss retas e с г concorrentes em O e não perpendiculares. Conservemos Пла а rea 
€ e façamos т girar 380° em tomo de е mantendo constante o ângulo entre estas retas, Nestas 
«ordigóes, а reta 1 gera uma superficie cônica circular infinita formada por duas folhas separatas 
pelo vértice O (Pig. 74), 

Areta r é chamada gersiriz da superfície cônica ea reta e, eixo da superficie, | 


Chame зерә сотка ao conjunto de pontos que formam а interseção de um plano 
com a superficie cônica 


Fun za 


Quendo uma superficie cónica é seccionada por um plano т qualquer que não pass pelo 
vértice O, а seção cônica será: 


4) uma arumjeréncia se т for perpendicular ао eixo é da superfície (Fig. a) 


b) uma elipse se т for oblíquo ао сіно е, cortando apenas uma das folhas da superficie 
(не; 


©) uma parábola se т or pasado a uma gerati da superficie (Fig. c); 


d) uma hipérbole se т for paralelo o eixo e (Fig. d); 


ES ES 


Em Come anta 


No caso de o plano з pastar pelo vértice O, obtemos аз cónicas degeneradas 
2) um ponto se п só tem o ponto O em comum com a superficie (Eig. с) 
D) uma veto se т лепес а superfície cónica (Fig. P); 


©) duas геш se os Porma com o eixo um angulo menor do que este faz com a gecatrtr 
(Fi p 


о 


CAPITULO 


8 


SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 


8.1 Introdução 
A equação geral do 29 grau nas três variáveis x,y © 2 


ap къу? + ca? EN + Done HAYE + ти + ny + рак 00, о 


onde pelo menos um dos coeficientes a, b, c, d, е ou f é di 
superficie quédricn ow simplesmente uma quádriz. 


rente de zero, representa uma. 


Observemos que se à superfície quádrica dada peta equação (1) for cortada pelos planos 
coordenados ou por plenos paralelos а eles, а curva de interseção será uma cónica. A inter 
seção de uma superfície com um plano é chamada traço da superfície no plano. 


Por exemplo, o trag da superficie quádrica (1) no plano 7-0 ča cónica 
ак къу? з ау паз вуз eo 
contido no plano z = 0, ico, no plano хОу, 
Por outro lado, atraves de mudanças de coordenadas (rotação ejou translação), а equação (1) 
роде ser transformada era uma das formas: 
Ax кву асвер о 
Avr My + Re 
Av + Ry + Cê 20 
Rx весе са o 
onde a oquação (2) representa uma quádrica cemirada е as equações (3) quédiicas não centradas 


Nosso objetivo é identificar е esboçar o gráfico de uma quádrica, conhecida sua equação 


EMO батта ec 


82 Superfícies Quédricas Centradas 


Se nenhum dos coeficientes da equação (2) for nulo, ela pode ser eserita sob uma das 
formas 


ade 


ww e 


denominadas, qualquer dela, forma canônica ou padrão de шла superfície quádzica centrada, 

As postíveis combinações de sinais nesta equação permitem concluir a existência de 
apenas trés tipos de superfícies, conforme sejam trés, dois cu um o número de coeficientes 
positivos dos termos do 19 membro da equação. Se os referidos coeficientes forem todos 
negativos, n£o existe lugar geométrico. 


СС 


O elipsóde £a superfície representada ре equação 


[2 


em que todos os coeficientes dos termos do 19 membro da equação (4) são positivos, onde 
a,b e е são reais positivos e sepresentam as medidas dos semieixas do elipsóide (Fig, 3.2.1). 


кашла 


тиреген ранах 


O trago no plano хОу € s elipse: 


t os traços nos planos xOz е yOz slo as elipses: 


1,250, respectivamente 


quo «+ 


Se pelo menos dois dos valores a,b е с são iguais, с elpsóide é do пошце. Por 
exemplo, se a =e, o нане é obtido girando а elipse 


do plano yOz em tomo do cixo dos v. A Figure 8.2.1 mostra о elipodide de revolução 


s 


onde a= c= 2, quese obtém girando a elipse: 


x20 era tomo do eixo dos у. 


Fun каа 


зя Geometrie anaittica 


O trago no plano хО 6а circunferência. 


& a equação (5) toma a forma: 


ана 


e representa ums superfície esférica de centro (0,0,0) e raio a. 
Consideremos um plano paralelo ao plano xOy, isto é uwa plano da forma z=. Subs 
або z por k na equação (5) wem: 


EE 
п'ю“! 


e 


А 

se 12155 1. > O apra, ніца лоро к= саше e Ie 
m" Pr 
со comem, м po. Comin ng pot ser fais 


é z=-c tangenciam o elipsóide nos pontos 00.0) € (0, 


selativamente aos planos paralelos os planos xOz e yOz. 
Se о centro do clipside é o ponto (h, 
dos, a equação (5) assume а forma: 


2) e seus eixos forem paralelos aos eixos corde- 


A, 2-0 


obtida através de uma transação de eixos. 
Da mesma forma, s superfície esférica de cento (b,k,0) e raio а, tem equação: 


еВ ную? а-а 


822 Hiperbolóido de Uma Folha 


Se па equação (4) dois coeficientes dos termos do 19 membro são positivos e um é 
negativo, a equação representa um hiperbolóile de uma fot. 


МАЯ Хо 5 
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m 
Жый ш a 
Pues ө 


é uma forma canônica da equação do hipetbolóide de uma Folha ao longo do eixo dos z 

(Fig. 82 2). As outras duas formas canônicas são 

¡Pei is 
ў ыа”! 


«© representam hiperbolódes de uma folha 10 longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente, 


рака? 


О taco no plano xOy em (буё a elipse: 


Sima amo 


280 Games ensi 


eos tragos nos planos x0z e yOz são as hipéibols 


Ёа 
8 


respectivamente 


Um tapo no plano 2=k é uma ейрә que aumenta de tamanho à medido que o plano 
se afasia do plano хОу. Os tragos nos planos são hipérboles. 
Se na equação (6) termos a=b, o hiperboloide é de revolução, gerado реа rotação 


de uma hipérbole em tomo de seu eixo imaginário, no caso, o eixo Oz. O traço no plano xOy 
é circunferência 


Ee 


ана, 200, 


23. ратове de Duas Folhas 


Se па equação (4) um coeficiente dos termos do 19 membro é positivo е dois são negativos, 
агуша representa um Aiperbolóide de duis folhas 


A caução 
EL 0 


& uma forma canónica da equação do hiperbolóide de duas folhas го longo do cixo dos y. 
(Fig. 82:3), As outras duas formas canônicas são: 


Ez 


e representam hiperbolóides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Or, respectivamente. 


Superior тшмш _ D 


— 


as 
= 


г 


© plano xOz não intercepta а superficie, nom qualquer plano y = k onde |k | < b. 
Se |k|>b, o trago no plano y -k € a elipse: 


ENS 
Wh 


Os traços nos planos хек е 2=k мориња. 
Se ma equação (7) tivermos a=c, o hiperbolólde é de revolução, gerado pela rotação de 
uma hipérbole em torno de seu eixo real. O traço no plano y=k, [E] >b, é а eiscunferência 


83 Superficies Quádricas Não Centradas 


Se nenhum dos coeficientes dos termos do 19 membro das equações (3) for nulo, cas podem 
ser eserts sob uma das formas 


» | 


denominadas, qualquer delas, forma canônica ou padrão de uma superficie quidtica não 
centrada ` 


As possiveis combinações de sinais nesta equação permitem concluir a existència de apenas 
doli tipos de superficies, conforme os coeficientes dos termos de segundo grau tenham o mesmo 
sinal ou sinais contrários. 


B4 Parabolido Elíptco 


Se mas equações (В) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais iguais, a 
ão representa um parabole eliptico. 
СЕ 


Aequis 
rr AM с 
ў Ж e 


é uma forma canónica da equação do parabolóide elíptico ao longo do «хо dos z (Fig. 83.1) 
Аз outras duas formas canônicas so: 


è Bosh 
х а 


+ representam paraboloides elipicos ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente 


Otago noplano хОу em (9) а origem (0, 0,0) e cs tragos nos planos xOz c yOz sias 
parábolas 


respectivamente. 


НЕ 


[or 


Se «20. а superfície situase inteiramente acima do planó xOy e, para с<0, a 
supero ема 
caso contrária n 


—————  — 
haveria lugar geométrico, 


Um traço no plano к=к, k>0 (Hg. 83.1), € uma elipse cue aumenta de tamanho à 
medida que o plano se afasta do plano хОу. Os tragos nos planos x= К e y=k são parábolas 


Se па equação (8) tivermos a=b, o parabolóide é de revolução e pode ser gerado pela 
rotação da parábola 


а, x=0 


em torno do eixo dos z. Neste caso, o traço no plano 2=1 é ura circunferência, 


o Parabolbide Hiperbólico 


Se mas equações (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais contrários a 
equação representa ùm purabolóide hiperbólic, 


ы котето mítica 


A equação 


E 


é uma forma canónica da equação do parabolóide hiperbólico ао longo do eixo dos z (Fig 8:32) 
As outras formas canônicas são 


A Figura mostra um esboço de um porabolóide hiperbólico descrita pela equação (10). onde 
ea. 


Superf цааш 245 


O traço em (10) no plano х0у é par de retas: 


€ os tragos nos planos xOz e yOz ош. 


etm x 
$ З 


que têm о eixo dos z como eixo de simetria e concavidade para baixo е para cima, respecti 
vamente, 


O trago no plano 2=k é uma hipérbole cujo eixo rea é paralelo to eixo dos y se k>0 
+ paralelo ao eixo dos x se k <0. Os tragos nos planos x- є y= k são parábolas. 


84 — Superfície Cónica 


Superficie cónica. € vana superfície gerada por uma reta que se move apoiada numa curvo 
Plana qualquer e pasando sempre por um ponto dado ndo situado no plano desta cunc. 
A reta é denominada велат, а curva plana é a уел: е o ponto fixo dudo € o vértice 
da superfície cónica. 
Consideremos o caso particular da superfície cónica cuja diretriz é uma elipse (ou 
circunferência) com o vértice na origem do sistema e com seu eixo sendo um dos eixos coorde- 
ados. Nestas condições, a superfície cónica cujo eixo é o eixo dos z (Fig. 4) tem equação: 


Eh. 


trago no plano xOy £o ponto (0, 0, 0). 
O traço no plano yOz tem equações 


p I 


donde obtemos as duas retas que passam pela origem: 


O traço no plano xOz, de forma análoga, é constituído por duas retas que passar pela 
origem. 

Оз traços nos planos z = К são elipses e we a = b, são circunferências. Neste caso, temos 
a superficie cônica circular reta 

Os traços no plano хек з у= мо hipérbole. 

As superfícies conica cujos eixos eo os eixos dos x e dos y, tém equações 


са 
Er 


9 


E 


respectivamente, 


deeem 207 


85 — Superfície Cilíndrica 


Seja C uma curva plana е f uma reta fina não contis пене plano: 
ie gerada por uma reta 1 quese move paralelamente à reta 


Superficie cilindrica € a supe 
xa É еш contato permanente com a cura plara C. 


А teta т que se move é denominada geratri е а curva С é a йе da superficie ань 


ха (Pig 8.549. 


ripassa 


Em nosso estudo consideramos apenas supefícies cilíndricas cuja diretriz 6 uma curva que 


vam dos planos coordenados e а geatizé uma reta paralela ао eixo coordenado não 


se encontra m 
ficie cilindrica € a mesma de sua diretriz 


contido no plano. Neste caso, а equação da suport 
Por exemplo; se a diretria for a parábola 


a equação da superfície cilindrica também será: 


ж =2у FS) 


Conforme а dirtsiz seja uma circunferência, elipse, hipérbole ou parábola, a superfície 
cínica chamada circular, eiprica, iperbólca ou parabólica, 


p 


a88 romeo 


Fan kh 


É importante observar que, em geral, o gráfico de uma equação que db comém uma 
determinada variável corresponde a uma superfície cilindrica cujas gerais são paralelas ao 
eixo da variável ausente е cuja diretriz é o gráfico da equação dada no plano correspondente. 


Por exemplo, a equação 


representa uma superfície cilíndrica com geratrizes paralelas ao eixo dos y, sendo a diretriz 
da elipse no plano x02 (Fig 8.5<) 


разе 


Sepefier quem 230 


Observação 


O gráfico da equação geral a «hy! rc + 2dxy + Texze Aya many regen 
poderi representar quédricas degenerados, Alguns exemplos so: 

a) xè - 16-0; dois planos paralelos: x 74 e 

b) 3y? =0; um plano: о plano y -0. 

c) x? 423% = 0; uma reta: o eixo dos z 


d) a váy #50 - 0; ша ponto: a origem {0,0,0 
Da es 


à; o conjunto vazio. 


86 Problemas Propostos 


1) identificar us quádricas representadas pelas equações 


araye 


май ар e 3650 
Pa зая 


аре сао сауна 


dez суво 


2) Reduzir cada uma das equações 


quidrica que ela representa. 
в) 93 заў +360 =36 
ву 360 + зу? can =36 
д 36 саў -41è #36 
Ве уа =з 

дд + -з=@ 
Day 
DAR 36:90 


В засе 


mastros 
yx tay v et 
pie? soy 
вё ay sr са 


д зу зе 


y ac 97 = 36r 


forma canônica, identificar e construir o gráfico de 


Маў со 
pepa 


Вучы 
Daria 
my tyrê=o 
mew» 

o) ау 


зю Geometria nien 


3) Representar graficamente as seguintes superficies cilíndricas: 
aysa даўно e oszsa 


DESEE 


CERZE 
dix -ayt =16 e -34243 
4) Determinar a equação de cada uma das superfícies esféricas definidas pelas seguintes 
condições 
а) Centro С, -3, 1) e rio 4, 
5) O segmento de extremos A(-1, 3,5) е B(S, -1, -3) € um de seus diámetros 
0) Centro С, 1, -2) e tangente ao plano xOy. 
d) Centro C(2,3,4) e tangente ao eixo dos z, 
e) Centro С(0, 4, 3) e tangente ao plano de equação: x+ 2y ~ 21-20 


8.6.) Respostas de Problemas Propostos 


1) a) Superficie esférica 
ОН 
€) Hiperbolóide de uma Б, 
ду Hiperbololde de duas folhas 
e) Puabolide circular 
Л) Porsboliide circular 


£) Parsbolóide hiperbólico 
H) Superfície сомеа circular 

1) Paribolóide circular 
Superfície cilindrica ссі: 

1) Superfície cilindrica parabólica 
m) Superfície cilíndrica hiperbólica 


ЕСЕД 


п) Parabolóide ерйс. 4) Hiperboloido de duas folhas 
о) Superfície cônica elíptica 7) Superfície cônica elíptica 
р) Hiperboloide de uma folha 2) Parabolóide eliptico 

» 0X (E -1, ерюне 


perebolóide elíptico 


==, parabolóide huperbólico 


=-y, parabolóido circular 


= 1, superfície cilíndrica hiperbólica 


o) dois planos: x=2y e x= -2y 


292 romaria als 


Y аху к -4к+у-м-1-0 
DET 
dx ey e? xe ape dat 17 = 
| DX e +? rise ву 3er 16=0 
A es eo Toy Sdz- 3 
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